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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Материал, изложенный в этой книге, принадлежит к �-е
скольким разделам трех дисциплин - теории антенн, высокоча
стотной электродинамики и математической физики. Существует 
проблема, в которой эти три дисциплины органически связаны. 
Эта проблема-обратные задачи теории высокочастотного элект
ромагнитного пол){, точнее-вопрос о том, как связана форма 
области, в которой сосредоточены какие-ли� мбнохроматические 
токи, с возможностью приблизиться пр.Лями этих токов к 
различным заданным полям. Связь эта Щ)�дает, как оказалось, 
ряд содержательных вопросов. Многие из них поставлены в этой 
книге, а некоторые даже решены. 

Рассматриваются следующие проблемы: 
1 .  Антенный синтез. Существуют поверхности, обладающие 

следующим дефектом-любые протекаЮщие по ним токи создают 
поля (и, в частности, диаграммьi), которыми нельзя даже 
приблизить многие поля (и диаграммы). Таких поверхностей очень 
много. Поверхность антенны не должна быть к ним близка. 

2. Оптимальный токовый синтез. Если полями токов на 
заданной поверхности не может быть приближено заданное поле 
(диаграмма) или ес;.и для этого требуются очень большие токи, 
то нужно найти такое поле (диаграмму) -по возможности близкое 
к заданному, которое можно создать токами с возможно малой 
нормой. 

3. Разрешимость интегральных уравнений первого рода. 
Исследуется, в частности, вопрос о том, как существование реше
ния (при различных определениях этого термина), т.е. раз
решимость обратных задач электродинамики, зависит от области 
интегрирования. 

4. Неполнота системы функций, порождаемых действием 
некоторого оператора на полную систему функций. Если 
оператор, переводящий ток в поле, действует на токи, располо
женные на упомянутых выше дефектных поверхностях, то ядро 
сопряженного ему оператора не пусто. Семейство функций 
ортогонального дополнения может быть довольно богатым, и от 
этого зависит фактическая степень дефектности поверхности. 

5. Построение вещественного решения уравнения Гельмголь
ца (системы уравнений Максвелла) по заданной линии (поверх
ности), на которой ;;�то решение обращается в нуль. Дефектные 
линии являются нулевыми линиями вещественных полей; асими
тотика этих полей на бесконечности содержит функции ортого
нального дополнения. 

Акценты в книге расставлены примерно в этом же порядке. 
Используется в основном тот же математический аппарат, что и 
в обычных проблемах теории дифракции. Большая часть проме
жуточных выкладок заменена их описанием. Методы функ
ционального анализа и аналитической теории решений волнового 
уравнения использованы очень скупо. 



Г л а в а 1. ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Введение 

Проиллюстрируем рассматриваемые в книге проблемы и 
характер полученных результатов на двух прикладных задачах. 

1 .  ЦшLUндрическ:ое зерк:ало, направляющая которого есть дуга 
окружности, освещается полем с поляризацией, параллельной оси 
цилиндра, в результате чеrо возникает индуцированный ток, 
имеющий такое же направление. ДлЯ простоты формулировок 
предположим, что ток не зависит от координаты в этом 
направлении. Может ли этот ток, при соответствующем освещении, 
создать диаграмму 1 + cos tp или диаграмму, близкую к ней? 
Ответ на этот вопрос зависит от того, чему равен радиус 
окружности а. Если он таков, что J0(ka)= О, где J0 -функция 
Бесселя, а k= w/ с (w -частота колебаний), то создать такую 
диаграмму или хотя бы близкую к ней ни при каком освещении 
нельзя. Наиболее близкой к требуемой в этом случае диаграмме 
будет диаграмма cos IP· От ·ширины зеркала этот результат не 
зависит. 

Из этоrо примера видно, что диаграмма может нести на себе 
печать той области, в которой расположен ток. Эта печать не 
может быть стерта никаким выбором величины и распределения 
тока. Условие J0(ka)= О делает невозможным для диаграмм токов, 
распределенных на таком зеркале, даже приближенно быть равной 
любой диаграмме, ряд Фурье которой содержит постоянное 
слагаемое. Если ka не равно корню функции J 0, но близко к 
нему, то приблизиться к такой диаграмме (и, может быть, даже 
реализовать ее) можно, но токи должны быть очень большими. 

2. Метшишческ:ий жран., представляющий собой часть сферы, 
освещается электромагнитным импульсом. Можно ли по изме
ренной диаграмме рассеянною поля удостовериться, что экран -
действительно часть сферы, и определить ее радиус? Пространст-

, венная и временная структуры импульса неизвестны, неизвестна 
также и форма контура экрана. 

Ответ на этот вопрос - положительный. Векторную диаграм
му, созданную токами на экране, надо умножить на соответст
вующую весовую функцию, проинтегрировать по всему телесному 
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углу 4л и разложить в интеграл Фурье по времени. Если экран -
часть сферы, то на некоторых частотах преобразованная по Фурье 
функция обратится в нуль, и по этим частотам можно определить 
радиус сферы. 

Приведеиные примеры с частью цилиндрической и с частью 
сферической поверхностей не являются экзотическими. Таких 
поверхностей отнюдь не мало, и, кроме того, вблизи каждой из 
них расположено еще бесконечно много таких поверхностей. 
Именно это и делает целесообразным изучение этого круга 
вопросов. 

Форма поверхности может оказаться решS!ющей не только для 
аппроксимации диаграммой токов на 11iей векоторой заданной 
диаграммы. Еще в большей степени j�то относится к полям в 
ближней зоне. ·,""/ 

В первом примере можно простым рассуждением объяснить 
невозможность аппроксимировать некоторый класс диаграмм. 
Проведем это рассуждение, но подчеркнем, что оно не имеет 
универсального характера; в общем случае физическое объяснение 
сложнее . .  Как и в большей части книги, мы ограничимся двумерной 
скалярной формулировкой-она короче и более наглядна. Трех
мерные векторные задачи, по существу, не намного сложнее. 

Покажем сначала, что никакой ток на полной окружности 
r = а не моЖет создать диаграмму, ряд Фурье которой содержит 
постояиное слагаемое, если J0(ka)= О. На этой частоте существует 

л 
решение и (r,rp)= J0(kr) однородного уравнения Гельмгольца, не 
имеющее осОбенностей внутри окружиости и равное на ней нулю. 
Другими словами, такая окружность является резонансной. 

Рассмотрим вспомогательную задачу о полом металлическом 
цилиндре радиуса r = а, внутри которого возможно собственное 
колебание с функцией 12 (r,rp). По стенкам резонатора течет ток, 
не зависящий от угла rp, который создает поле, равное нулю вне 
цилиндра. Из этой вспомогательной задачи нам понадобится только 
утверждение, что не зависящий от tp ток является неизлучающим. 

Вернемся к нашей основной задаче о токе на окружности. 
Разложим выражение для тока в ряд Фурье. Каждый член 
ряда, пропорциоиалъный, соответственно, cos ( ntp) или sin ( n'P) 
(n= О, 1 ,  . . . ) , создает поле с той же угловой зависимостью. 
Нулевой член ряда для тока не излучает, поэтому при r > а  в 
поле любого тока нет члена с нулевой зависимостью от угла; нет 
его и в диаграмме. 

Это справедливо и для дуги окружности, хотя дуга - незам
кнутая линия, и никакого неизлучающего тока на ней создать 
нельзя. Однако если бы какой либо ток на ней создал диаграмму, 
содержащую слагаемое с n = О, то, дополнив этот ток нулевым 
током на дополнительной дуге, мы на полной окружности 
получили бы ток, создающий диаграмму с этим слагаемым, что, 
как мы убедились, невозможно. В диаграмме, создаваемой любым 
током на дуге такой окружности, постоянное слагаемое отсутст-
6 



вует, что и приводит в этом примере к явлению неаппрокси
мируемости. 

Для этого примера совершенно ЭJiементарно и прямое дока
зательство этого утверждения. Ядро dt в уравнении для дуги 
окружности 

1 (r) =  f dt (rp,s) j (s)ds ( 1 . 1 )  
с 

есть ехр [ika cos(y:> -s)]; умножив диаграмму (1.1) на cos (rnp) и 
проинтегрировав по rp от О до 2п, получим выражение, имеющее 
множителем J (ka), т.е. равное нулю, если J (ka)= О. При n= О n n 
нулевой коэффициент в ряде Фурье любой диаграммы равен нулю 
независимо от длины дуги и от величины и распределения тока 
на ней. 

Дадим теперь постановку задачи в более специальных 
терминах, не стремясь, однако, здесь к точным формулировкам. 
На пекоторой линии С распределен ток· j(s) (s-координата вдоль 
С), который создает диаграмму ( 1 . 1 ) .  Вид гладкого ядра d{ нам 
сейчас не существен. В трехмерных векторных задачах надо 
заменить С на поверхность, dt - на матрицу, и так далее. 

В теории токового синтеза уравнение 0. 1 )  рассматривается · 

как интегральное уравнение первого рода для j(s). Нас интересует 
вопрос о существовании решения этого уравнения или уравнения, 
в котором функция f (У') заменена на близкую (в среднеквад
ратичной метрике) функцию. В такой же метрике j (s) должно 
иметь конечную норму. В первую очередь исследуется зави
симость существования решения от линии С. 

Для справедливости большей части полученных ниже резуль
татов требование конечности нормы тока не является необ
ходимым. Ток может иметь особенности, при которых квадрат его 
модуля неинтегрируем; нужно лишь, чтобы существовал интеграл, 
стоящий в выражении (5.6) справа (см. ниже), а для этого 
достаточно, чтобы интегрируем был сам ток. Это условие 
выполняется и для тока вблизи границы полуплоскости (nри любой 
поляризации), и для j(s)- o(s-so), т.е. в приближении, обычно 

применяемом в теории антенных решеток. Мы примем требование 
интегрируемости с квадратом, чтобы не усложнять изложение, 
особенно в гл. IV. 

Существуют такие линии С, для которых уравнение ( 1 . 1) для 
заданного f(Y') не имеет решения, и нужно изменить f(rp) на 
конечную величину, чтобы решение существовало. Полная система 
функции для j (У') создает неполную систему для диаграмм f (rp ). 

Оказывается, что для того чтобы линия С обладала этим 
свойством, должно существовать решение однородного волнового 
уравнения, обращающееся в нуль на С. В простом примере, 
nриведеином выше, таким решением является функция J 0(kr). 
Исследование таких решений оказывается весьма эффективным 
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методом рассмотрения проблемы аппроксимируемости и связанных 
с нею задач. 

Наиqолее существенный результат 'Состоит в том, что таких 
линий и поверхностей <<Очень много>>. «Очень много» также 
диаграмм f (lfJ), для которых при этих С уравнение 0.1) не имеет 
решения, даже если заменить f (I{J) на близкую функцию. Поэтому 
эффект неаппроксимируемости и его следствия заслуживают 
подробного анализа. 

§ 2. Предмет и метод исследования 

1 .  Предметом книги являются некот0рые свойства электро
магнитных полей, т.е. трехмерные веr,J'.орные задачи. Однако почт�! 
все интересующие нас вопросы ��шаются для таких полеи 
примерно так же, как для скал.sij;Я{ых полей, а вид формул, 
изложение материала и формулировка результатов в скалярном 
случае, естественно, несравненно проще. Поэтому почти все 
изложение ведется для скалярных Полей, причем даже для 
двумерных. Перенесение на трехмерный случай почти всегда 
тривиально. 

При перенесении результатов на трехмерные векторные поля 
нетривиальным является только одно обстоятельство, связанное с 
тем, что в произвольном векторном поле не существует поверх
ностей, ему ортогональных. У словнем того, чтобы в некотром 
векторном поле А (x,y,z) существовали поверхности, на которых 
тангенциальные компоненты А равны нулю, является выполнение 
равенства А · rot А = О. В скалярном поле для существования 

1 нулевых линий аналогичного условия. нет. Методы, развитые в 
этой книге, содержат, в частности, процедуру построения нулевых 
линий, и при переходе от и(х,у) к А (x,y,z) это дополнительное 
требование надо учитывать. 

Таким 9бразом, почти весь материал книги относится к 
свойствам скалярной функции двух переменных. Мы будем ее 
обозначать через u(x,y) или u(r,lfJ) - в зависимости от того, в 
какой системе координат удобно излагать данный вопрос. 

Всюду рассматриваются монохроматические поля с временнОй 
зависимостью 

(2.1) 
Во все формулы будет входить не частота w, а волновое число 
k = w 1 с (с-скорость света), которое мы будем называть частотой. 
Нас в первую очередь будут интересовать поля, созданные 
поверхностным током. Аналогом такого тока в двумерной СJ<аляр- j 
ной задаче является ток, распределенный вдоль линии-линейный! 
ток. Его удобно вводить не в виде ·правой части волнового! 
уравнения, а в виде разрыва функции и или разрыва ее� 
нормальной производной на этой линии. 

Таким образом, поле u(x,y) ,  основной объект нашего исследо
вания, удовлетворяет однородному волновому уравнению 
8 



д и + k2u= О (2.2) 

и одному из двух условий на векоторой линии С: 
[и] = О, [дul дN ] = j; [и] = j, [дul дN] = О. (2.3а,б) 

В уравнении (2.2) !!. - двумерный оператор Лапласа: 

d 2 d 2 д2 1 д 1 d2 
d 

= 
dx2 + dy 2 

= 
дfl + -;: дr + ? dtp2• 

(2.4) 

В (2.3) величина [А] равна разности значений А с той стороны 
С, из которой направлена нормаль N к С, и значения А с 
nротивоположной стороны. 

На бесконечности, т.е. при r-+ ао, u(r,tp) удовлетворяет условию 
излучения Зоммерфельда 

-ikr 
u(r,tp) = /(tp) 7r;:- + О ((kr) -З/2}. (2.5) 

Здесь f(tp) - диаграмма (диаграмма излучения). Поле u(r,tp) 
оnределяется задаиным током (2.3а) или (2.36) и условием, что 
иа бесконечности оно имеет вид (2.5) ; функция f(tp) не задается, 
а определяется после нахождения поля u(r,tp). Это поле -
о611зательно комплексное, вещественное поле не может иметь 
асимптотяку (2.5) ; функция /(tp ) , вообще говоря, тоже комплек
сиая величина. 

2. Поясним физический смысл токов в (2.3) , имея в виду, 
'1Т0 двумерные скалярные задачи в электродинамике возникают, 
если л�:�бо электрическое поле, либо магнитное имеют только одну 
компоненту, т.е. Е i! О, Н = О или Е = О, Н • О, и если % % % % 
nоля не зависят от координаты z. 

Мы будем nользоваться терминами «Электрический ток» и 
... аrнитный ток», которые возникают в двумерной задаче, если 
рассматривать ее как частный случай трехмерной векторной 
llдачи, в которой d/ dz = О, Н = О, так что скалярная фун�еция z 
tl(.r,y) есть Ez. Тогда du/ dN 1 с есть тангенциальная к линии С 
аомпонента магнитиого поля, а [du/ dN] есть разрыв этой 
компоненты, т.е. z-я компонента тока. Таким образом, в (2.3а) 
мличина j - это электрический ток. Разрыв самой функции и 
• С есть s-я комnонента (т.е. тангенциальная к С) магнитного 
tока j(m). Поэтому условия на С (2.3) можно записать так 

и�] = j; [и] = j (т). (2.6а,б) 

"llм не будем писать верхний индекс (е) у тока j и опустим 
t-.ние индексы у j z и j �т). 
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ЗамеТим, что возможна и другая терминология, которая 
естественным образом возникает, если считать двумерную 
задачу частНЬiм случаем такой трехмерной векторной задачи, в J 
которой Ez = О, dl dz = О, а буквой и обозначена функция � 
Hz(x,y). , 

� 
В (2.6) опущеНЬI несущеетвенвые множители, j и /т) не равны, J 

а только nроnорциональны линейНЬiм токам, о чем мы далее J 
уnоминать не будем. 1 3. Задачи, рассмотреННЬiе в этой �нга-, не nотребовали 
nрименения :каких-либо сnециальных �· очень сложных мате
матических методов. Исследование разJ:Jрных свойств решений � 
уравнения (2.2) производится с использованием обычных методов, . 
применяемых в тиnичных задачах теории дифракции. Отметим, 1. 
что ни одна задача дифракции в книге не рассматривается (см. 
§16,n.6) . · 

Изучаются функции, которые могут иметь особенности-раз
рывы, полюсы. Даже возбуждающие токи задаются в вяде разрыва 
самой функции или ее производной (2.6). Наличие или отсутствие 
у nоля :каких-либо особенностей в данной области или во всей 
плоскости явлиется существенным фактором во всех построениях. 
Это связано с тем, что для двух решений уравнения (2.2) 
и1 (х,у) и и2(х,у) широко используется формула Грина: 

( диz дul) f и1 дN - и2 дN ds = О, 
� 

<2.7)' 

а она сnраведлива только, если внутри замкнутой линии (контура) 
� обе функции не имеют особенностей. 

Все линии, упоминаемые в работе, гладкие или могут иметь 
только конечное число угловых точек. Для всех контуров: 
считаются выполненными условия, nри которых на оnределенных 
частотах существуют во внутренней области решения либо 
с условием «и равно нулю на контуре)!>, либо с условиеМ: 
«дul дN равно нулю на контуре)!>, т.е. с условием Дирихле или 
Неймана. 

Довольно широко исnользуется . аппарат вариационного ис-· 
числения. Чаще других применяются два метода: метод множи .. 
телей Лагранжа, позволяющий сводить задачу об условно 
экстремуме к задаче о безусловном экстремуме, и метод Ритца� 
сводящий аадачу об экстремуме отношения двух билинейны 
функцианалов к алгебраическому уравнению в виде равенств 
нулю векоторого детерминанта. 

В некоторых параграфах применяются .термины функцяовал , 
ного анализа-оnераторы, nолнота систем функций и так далее, 
По существу, использована только теорема о nолноте систем 
собственных функций самосопряженных интегральных операто 
и о том, что их собственные значения стремятся к нулю с росто · 
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номера. В задачах о поле токов, излучающих в свободном 
nространстве, основную роль играют несамосопряженные оnерато
ры. Некоторые nростые свойства этих оnераторов, которые нам 
nонадобятся, как nравило, коротко формулируются. 

Цель этого nункта-пояснить, что для Нематематиков в этой 
книге все доступно. Тем более, что всюду, где для этого 
nредставляется хотя бы малейшая возможность, промежуточные 
1ыкладки опущены и заменены их оnисанием. Для математиков 
использованный аппарат, разумеется, тривИален. Нетривиальным 
дпя них может оказаться существование интересной области 
матемаtической физики, в которой есть простые по постановке, 
но непростые по существу и верешеиные математические проб
лемы. 

4. В тексте книги мало ссылок на литературу. Впервые общая 
nостановка проблемы, сформулированная в названии книги, и 
некоторые основные результаты были приведены в статьях [1-15], 
опубликованных в 1 988-1995 гг. В книге мы на эти работы не 
сtылаемся. Формулы и методы теории дифракции, использованные 
1 книге, приведены, например, в [16, 17] . Немногие использо
инные понятия функционального анализа есть в [18] . Формулы 
дпя специальных функций взяты из справочников [19, 20] . 

§ 3. Реализуемость, аппроксимируемость, 
амплитудная аппроксимируемость 

1. В этой книге рассматриваются некоторые свойства функций 
/{tp), определяемых тем, что они связаны с функциями j(s), 
ааданными на линии С, интегральным иреобразованием ( 1 . 1 ), или 
аналогичных функций, для которых в ( 1 . 1) стоят другие ядра. 
Функции f(!f') - днаграммы токов, распределенных на Линии С, 
• мы часто будем nользоваться сокращенным выражением 
едиаграммы, созданные. линией С». Токи j(s)-любые функции 
координаты s на С, и, если не оговорено nротивное, предполагается 
лишь, что они имеют конечную норму N, т.е. что 

N < оо, (3.1) 
rдс 

N2 = J lj (s) 1 2ds. 
с 

(3.2) 

Координата s - безразмерная, она пронормирована условием 

Jds= 2л. 
с 

(3.3) 

Типичная постановка задачи такова-задана пекоторая комп
лексная функция F(!f'). Можно ли создать ее линией С или хотя 
lw приблизиться к ней, т.е. существует ли на С такой ток j(s), 
lfrO создаваемая им по (1.1) диаграмма f(!f') будет равна F(!f') или 
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хотя бы в векОтором смысле близка к F(tp)? Норма функции 
F(tp) считается конечной, и мы nочти всегда будем нормировать 
F(tp) на единицу условием 

2а 
f 1 F(tp) l2d tp == l. 
о 

Возможны четыре случая. 

(3.4) 

1. Реализуемость. Это означает, что существует такой ток 
j( s), что соотношение (1.1), рассматр�;�ваемое как интегральное 
уравнение для j(s), имеет решение в 1�ассе функций, удовлетво-
ряющих условию (3.1) . :: · , 

2. Аппртссимируемость. Для л�rо d > О существуе1; такой 
ток j(s), что создаваемая им диаграмма f(tp) и заданная функция 
F(tp) связаны соотношением 

2л 
J 1 F(lf!) -/(tp) lzd tp s о2. 
о 

(3.5) 

Реализуемость есть частный случай аnnроксимируемости, когда 
это условие сnраведливо и nри о = О. Всякая реализуемая функция 
аnnроксимируема; если функция неаnnроксимируема, то она и 
нереализуема. 

3. Амплитудная аппрокси.мируемость. Для любого о > О 
существует такой ток j(s) и такая вещественная функция tp(tp) 
(фаза), что 

2л 
J 1 F(tp) e-i'I/J(tp) -/(tp) j2dtp s о2. 
о 

(3.6) 

Аnnроксимируемость есть частный случай амплитудной аnпро
ксимируемости, когда (3.6) сnраведливо при tp(tp) =О. 

4. Амплитудная неаппрокси.мируе.мость. Есть такое число о 
(d > 0), для которого не существуют ток j(s) и фаза tp(tp) такие, 
чтобы выnолнялось условие (3.6). Разумеется, если F(tp) ампли
тудно неаnnроксимируема, то она неаnпроксимируема и нере
ализуема. 

Таким образом, неаппроксимируемость означает, что сущест
вует конечное «расстояние» между всеми диаграммами, созда
ваемыми линией С, и заданной функцией F(tp). Амплитудная 
неаппроксимируемость означает, что существует конечное «рас-

. стояние» между всеми диаграммами, создаваемыми линией С, и 
функциями, имеющими ту же амплитуду 1 F(tp) 1 , что и заданная 
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функция F(lfJ). Если имеет место реализуемость, то интегральное 
уравнение (1.1) 

f :J{(!fJ,s) j(s)ds= F(lfJ) (3.7) 
с 

имеет решение с конечной нормой (далее мы это оговаривать не 
будем). Если есть аппроксимируемость, то при любом � · > О 
уравнение 

f :J{(rp,s) j(s)= F(rp) 
с 

имеет решение nри векоторой функции F(rp ), для которой 
21r 
f 1 F(lfJ) - F(lfJ) l2di{J s �2• о 

(3.8) 

(3.9) 

Если есть амплитудная апnроксимируемость, то для любого �. 
� > О, существует такая фаза '1/J(rp), что уравнение (3.8) имеет 
решение для некоторой функции F(rp ), для которой 

21r 
J 1 F(rp) e-hp('fJ) - F(rp) l2dlfJ s �2• о (3.10) 

Далее мы будем пользоваться сокращенными выражениями: 
функция реализуема линией С,_ аппроксимируема линией С, 
амплитудно-аппроксимируема линией С, оnуская слова «диаграм
мами токов с конечной нормой, распределенных на . . . ». 

2. Проблема реализуемости не является предметом этой книги. 
Мы nриведем только некоторые качественные результаты, nолу
ченные в этой проблеме. Мы будем исходить из аппарата [21 ] , 
основанного на анализе скорости убывания с номером ко
эффициентов Фурье функции F(rp), реализуемость которой иссле-
дуется 

F(rp) = � Ancos(nrp) (3. 1 1) 

(см. также ниже § 12, n. 7). Как и во многих других случаях, 
мы для nростоты записи не выписали в (3. 1 1) слагаемые, 
nроnорциональные sin( n1p ). 

Реализуемость определяется существованием и величиной 
предела 

. 2 ао = -k lim(n 1 An 1 1/п) ,  е n ... oo 
е= 2,7, . . .  (3.12) 

т.е. тем, насколько быстро убывает А . Строго говоря, надо вместо - n 
liш nисать lim. Так как для любого коэффициента с � О 
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lim 1 с 111 
n 

= 1 ,  то величина а0 не зависит от нормировки функции 
F(tp ). 

Если предел (3. 12) не существует, т.е. если а0 = оо, то функция 
F(tp) не реализуема никакими токами, где бы они ни были 
распределены. Примером является П-образная функция, для 
которой An убывает медленно, лиmь как 1/n. Если ka0 -
конечное число, то реализуемость F(tp) линией С зависит от 
взаимного расположения этой линии и окружности радиуса а0 с 
центром в начале координат. Функция F(tp) нереализуема линией, 
целиком лежащей внутри этой окружности, и реалИзуема любым 
нерезонансным замкнутым контуром, содержа��м эту окружность 
внутри себя. Здесь имеется в виду нерезонансJJ�ть для граничных 
условий Дирихле. Если а0 = О, то F(tp) реализуемо любым 
замкнутым нерезонансным контуром, содержащим внутри себя 
начало координат, и нереализуемо никаким незамкнутым конту
ром, и так далее. Подробнее все возможные случаи взаимного 
расположения С и этой окружности и связанные с ними условия 
реализуемости-нереализуемости мы здесь приводить не будем. 
Заметим только, что замкнутые контуры могут реализовать более 
широкий класс диаграмм, чем незамкнутые. Как будет показано 
далее, это справедливо и в проблеме аппроксимируемости. 

Например, для функции (ненормированной) 

F(tp) = ехр [-А sin2 "!] (3. 13) 

коэффициент Фурье убывает как In(A/2), где In -модифИциро
ванная функция Бесселя; при n -+ оо она асимптотически 
эквивалентна (eAI2)

n 
n-n, так что (3. 12) дает а0 = A/k. Окруж

ность большего радиуса или любой контур, ее охватывающий, 
реализует эту функцию, любая линия, лежащая внутри нее -
не реализует. 

Для соотношения между понятиями реализуемости и апп
роксимируемости существенно, что реализуемость определ.11ется, 
согласно (3. 12) , поведением An при больших n. Поэтому сколь 
угодно малым изменением функции F(tp) можно любым образом 
изменить число ka0. Например, оборвав ряд (3. 1 1 )  на· большом 
номере, можно практи·чески не возмутить функцию F(tp), а 
число ka0 станет нулем. Напротив, прибавив к F(tp) функцию 

00 

_2: ( 1 /  п2) cos(ntp), мы, при большом N, изменим ее сколь уrодно 
N 

мало, а ряд Фурье станет сходиться настолько медленно, что 
предел (3. 12) не будет существовать (а0 = оо) , т.е. нова.11 функция 
будет нереализуема любой линией. Реализуемость ' есть стонкое• 
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свойство. Аппроксимируемость есть свойство <<грубое». Нужно 
кон.ечн.ым образом изменить неаппроксимируемую функцию, 
чтобы сделать ее аппроксимируемой, и наоборот. Впрочем, это 
утверждение будет далее уточнено. Будет показано, что если 
это изменение, хотя и конечное (по определению аппрок
симируемостИ) - мало, то певелико и различие между апп
роксимируемостью и ее отсутствием - в согласии с тем, что 
подсказывает физическая интуиция. 

3. Далее мы часто будем иметь дело со следующей 
ситуацией - все диаграммы /(f{'), реализуемые Линией С, 
обладают свойством 

1 = о, (3. 14) 
где 

2л: 
1 = ft(lf') P*(lf') df{'. (3. 15) 

о 
л 

Здесь F(f{') - пекоторая функция, определяемая лин.ией С. Она 
обладает конечной нормой, и если не оговорено противоположное, 
то пронормирована условием '· 

2л: л 
. f 1 F(lf') 12 dlf' = 1 .  (3. 16) 

о 
Приведем элементарное доказательство известного результата: 

при условии (3. 14) существуют функции F(lf'), неаппрокси
мируемые линией С. Мы: далее часто будем пользоваться этой 
связью между свойством линии, даваемым (3. 14) ,  и неапп
роксимируемостью. 

Пусть для пекоторой функции F(lf) интеграл 
2л: . л 

Ь = f F(lf') F"(f/'). dtp (3. 1 7) 
о 

не равен нулю. Здесь F(tp) - функция, участвующая в (3. 15) .  
Интеграл 

2л: л 
f [F(tp)- /(tp)]F"(tp) dtp, (3. 18) 
о 

согласно (3.14) ,  равен Ь (см. (3. 17) ) .  Но по перавеяству Коши 
квадрат его модуля не больше произведения 

2л: 2л: 
f 1 F(tp) f(tp}l2d tp. J 1 F(tp) 12 d tp. (3. 1 9) 
о ·О 
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Второй множитель здесь согласно (3. 16) равен единице, так что 

2n 
J 1 F(!f') - 1 (!f') l2d!f' 2: 1 Ь 1 2. (3.20а) 
о 
Это и есть условие неаппроксимируемости функции F(!f') 

линией С (подробнее, неаппроксимируемость F(!f') диаграммами 
f(!f') любых токов, расположенных на линии С). 

Справедливо и обратное. Если для любой функции F(!f') и для 
всех диаграмм f (!f') справедливо неравенство (3.20а), т.е. 

211: Ъr л /!"' ,;.: 

f 1 F(!f') - f (!f') l2d!f' 2: 1 f F(!f') F'(!f') d !f' 1 }) (3.206) 
о о '"-1 

то положив в нем: F(!f') = f(!f'), получим для всех f (!f') условие 
(3.1 4). 

· 4. Иногда, для сокращения записи, будем пользоваться 
терминами функционального анализа; собственно же его аппарат 
нам почти не понадобится. В этих терминах условие (3. 14) 
означает, что система функций f (!f') не nолна, хотя она и создается 
действием оператора (1 . 1 )  на полную систему токов. Существует 
так называемое 5t

ртогон�ьное дополнение, элемент которого 

обозначен выше F(!f') (F(!f') - функция, ортогональная всем 
функциям f (!f')). Ортогональность означает равенст�о �улю 
интеграла (3.15), т.е. произведения функций f (!f') и F(!f'). Под 
произведением двух функций A(!f') и B(!f') и расстоянием: между 
ними nонимаются величины 

(А,В) "' ТА(�) В'(�) d<p' i! 1 А(�) 
-

В (�) 
1 2 d<p j'/2. (3.2\а,б> 

В частности квадратом нормы функции A(!f') является число (А, А). 
Согласно (3.20) при условии (3.14) неаппроксимируема любая � ' 

функция, неортогональная F(!f'), и, в частности, сама эта функция. 
Необходимым условием аппроксимируемостил какой-либо функции 
F(!f') является ее ортогональность функции F(rp). Разумеется, для 
случайно выбранной функции F(!f') это условие не выполняется. 
Если существует только одна функция ортогонального дополнения 
для данной линии С, то это условие является и достаточным:. 

Напомним наглядную геометрическую иллюстрацию, возника
ющую, если моделировать пространство функций пространством 
трехмерных векторов. Тогда (3.21а)-обычное скалярное произве
дение двух векторов А и В, а (3.216) - длина прямой, 
соединяющей концы этих векторов, если их начала совпадают. 

Условие (3.1 4) означает, что все векторы f (!f') лежат в одной 
� -

плоскости, перпендикулярной вектору F(!f'). И аппроксимируемы 
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только векторы, лежащце в этой плоскости. Если вектор F(lf) не 
лежит в ней, то расстояние от конца этого вектора до плоскости, 
т .е. до ближайшего к нему вектора f (1') (ненормированного) , 
равно 1 Ь 1, что следует из сопоставления (3.20а) с (3.2 1б) . 
Утверждение «при . условии (3.14) nочти все функции неапп
роксимируемы», в этой иллюстрации всего лишь означает, что 
размерность плоскости меньше размерности трехмерного простран
ства. Ближайшая к F(lf) функция /(lf), т.е. функция, лежащая 
в плоскости, nерnендикулярной F(lf), есть проекция F(lf) на эту л 
плоскость, т.е. равна F(lf) - bF(If) .  В гл. IV мы nолучим эту 
элементарную формулу без ссылки на трехмерную иллюстрацию. 

5. Ортогональное дополнение nространства функций f (lf), 
соответств�ющих данной линии С, может содержат�]._ не одну 
функцию F(lf), а ряд линейно независимых функций F/lf). При 
этом, разумеется, трехмерная иллюстрация не м�ж� быть 
использована. Как мы увидим в § 6, число функций F/lf) может 
быть даже бесконечным. Приведем очевидное обобщение основной 
формулы (3.20) на этот случай. 

· 

где 

Пусть все диаграммы f (1') удовлетворяют условиям 

1 = 0, р = 1 ,  2, ... , Р, р (3.22а) 

л 
1 = (f, F ) . (3.226) р р 

Линейно независимые функции F (1') мы nронормируем на р 
�иницу и ортогонализируем, т.е. будем считать, что в качестве 
F (1') выбраны функции, для которых р 

(F ,'F )=  о , <3.23> р q pq 
где о - символ Кронекера (о =О nри р ;t: q, о = 1 ) .  м м н 

Составим выражение, аналогичное (3.18) :  

(F - /, 2)р Fp), 
где через Ь обозначены величины р 

л Ьр = (F, F/ 

(3.24) 

(3.25) 

Согласно (3.22) выражение (3.24) равно (F, 2: ьр F J· а подставляя 
обозначения (3.25) , nолучим, что (3.24) равно _L. 1 Ь Р 12. С другой 

р 
стороны, по перавеяству Коши квадрат модуля величины 
(3.24) не больше произведения квадратов норм его сомножите-
лей. Квадрат нормы nервого сомножителя в (3.24) есть 
(F- /, F - /). Квадрат нормы второго сомножителя есть· 
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(� Ь F , � Ь F ) , что, согласно (3.23) , равно однократной сумме L.J pp L.J qq р q 
L 1 ьр 12• Таким образом, перавеяство Коши, применеиное к 
р . 

выражению (3.24)"' согласно свойству (3.22) , а также выбору 
системы функций F (rp) по (3.23) и обозначению (3.25) , дает р 

2л: 
f 1 F(rp)- /(rp) l2drp � 2: 1 ьр 1 2• (3.26) 
о р 
Если нет других функций ортогональноГJiУ· доnолнения, кроме 

участвующих в сумме в правой части (3.26)',: т.е. если нет других 
функций, которым ортогональны все диаtраммы, создаваемые 
токами на С, то выполнение равенств 

ьр = о, р= 1 ,  2, . . .  , Р, (3.27) 

является не только необходимым, но и достаточным условием 
аппроксимируемости функции F(rp) линией С. 

§ 4. Содержание монографии 

1. Основное содержание монографии состоит в исследовании 
некоторых свойств полей, созданных поверхностными токами. 
Простейшая модель, на которой, в основном, и рассматривается 
это свойство, есть двумерное скалярное волновое уравнение, в 
котором источники расположены на линии. Свойство это состоит 
в том, что существует «очень мноГО>> таких линий, что полями 
любых токов, расположенных на них, нельзя приблизять (апп
роксимировать) «очень много» функций и, одновременно, разуме
ется, любую близкую к ним. 

Оказывается, что все такие («особые») линии являются 
нулевыми линиями какого-либо вещественного решения волнового 
уравнения. Этот факт-по существу совершенно элементарный
позволяет эффективно находить такие линии (поверхности) и 
исследовать их. Даже только близость линии, на которой 
расположены токи, к особой линии приводит к тому, что для 
апnроксимации nочти любого поля нужны очень большие токи. 
Поверхность антенны не должна быть близка к особой. 

2. В гл. 11 свойство аппроксимируемости анализируется для 
диаграмм, т.е. для полей на бесконечности. Исследуются раз
личные вещественные поля, их нулевые линии и связанные с 
ними запреты на аппроксимацию. Для некоторых линий эти 
запреты настолько сильны, что полями токов на этих линиях 
нельзя аппроксимировать многие функции, заданные даже только 
по амплитуде, при любой их фазе. 

Существование запретов на аппроксимацию может быть 
исnользовано для того, чтобы по диаграмме рассеяния какого-либо 
тела, не зная освещающего его nоля, высказать некоторые 
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суждения о форме поверхности этого тела. В частности следует 
учесть, что если измеренная диаграмма принадлежит к тем, 
которые не могут быть приближены диаграммами токов, распо
ложенных на пекоторой особой поверхности, то поверхность 
рассеивателя не может быть близка к этой особой поверхности. 

3. В гл. 111 исследуется вопрос о запрете на аппрок
симируемость не только диаграмм, но и полей на конечном 
расстоянии (ближних полей). Эти запреты в ближней области 
оказываются, ·вообще говоря, сильнее, чем в дальней, т.е. они 
ослабляются при удалении от источников. Задача вновь сводится 
к построению вещественных полей и их нулевых линий. 
Оказывается, что если существует решение волнового уравнения, 
равное нулю на данной линии, то запрет на аппроксимацию 
относится к полям лишь в той области, в которой это решение 
не имеет особенностей. В частности, если оно аналитично во всей 
плоскости, то запрет относится как к ближним полям, так и к 
диаграммам. В этой связи возникает проблема, даже в двумерной 
скалярной формулировке нерешенна� в той общности и с той 
эффективностью, которые требует практика - проблема ана
литичес�еого продолжения собственного колебания резонансной 
области за границу этой области. Надо установить условия, когда 
такое продолжение вообще возможно и когда оно не имеет 
особенностей, и при этом локализовать особенности, если они 
существуют. Простые примеры показывают, что они могут 
возникать в конечной части плоскости, в бесконечности, а также 
не возникать вовсе. 

4. Обобщением понятия аппроксимируемости является понятие 
оптимального токового синтеза - так же, как аппроксимируемость 
есть обобщение понятия реализуемости. Даже если токами на 
данной линии пекоторая диаграмма аппроксимируема, то эта 
аппроксимация. может потребовать очень большого тока. И может 
оказаться, что конечное, но не очень большое возмущение 
диаграммы позволяет создать ее током с существенно меньшей 
нормой. В гл. IV рассмотрена задача о нахождении этой 
возмущенной диаграммы, одновременно· и близкой к заданной и 
созданной током с малой нормой. Решение ее в общем случае 
потребовало привлечения известного аппарата «обобщенных функ
ций двойной ортогональности». Они образуют две ортонормирован
ные системы функций-токов и диаграмм, обладающих тем 
свойством, что ток, описываемый одной функцией первой системы, 
создает диаграмму, описываемую одной функцией второй системы. 

Использование этой функции позволило, в частности, опре-
делить соотношение между двумя свойствами линии-быть особой 
(существуют неаппроксимируемые диаграммы) и свойством, сос- . 
тоящим в том, что на линии (замкнутой) существуют токи, не 
создающие поля во внешней области. Оказалось, что свойства эти 
независимы, но в пекотором отношении симметричны друг 
относительно друга. 
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В последнем параграфе этой главы установлено выражение 
для нижней границы нормы тока, аппроксимирующего заданную 
диаграмму. Для нахождения этой границы не нужно предваритель
но вычислять сам ток. В пекотором предельном переходе это 
выражение дает не оценку снизу, а точное значение нормы. 

Эта оценка используется для определения того влияния, 
которое имеет на норму тока, расположенного на какой-либо 
неособой линии, близость этой линии к особой. Эта норма обратно 
пропорциональна пекоторой величине, имеющей характер рассто
яния между данной линией и ближайшей к ней особой. Вблизи 
каждой особой линии не только существуют другие особые линии, 
но существует такая область, что распредел�ные в ней токи 
должны иметь большую норму, чтобы апп�ксимировать почти 
любую диаграмму. В еще большей степе�j, это относится к 
аппроксимации ближних полей. 

5. В гл. V результаты первых глав переносятся на трехмерные 
векторные задачи о полях, удовлетворяющих уравнениям Макс
велла. Почти всюду это перенесение производится автоматически. 
Надо только вместо формулы Грина применять лемму Лоренца, 
вместо задач Дирихле или Неймана упоминать первую или вторую 
задачи электродинамики, и так далее. Параграф 17, в котором 
реализована эта программа, написан подчеркнуто конспективно. 
Подробное выписывание в векторной форме всех результатов, не 
говоря уже о промежуточных выкладках, заняло бы очень много 
места, ничего, в сущности, не прибавив к пониманию явления 
неаппроксимируемости и связанных с ним ограничений. 

Иной смысл имеет материал § 18. В нем обсуждаются 
следствия единственного существенного отличия между трехмерной 
векторной задачей ·и. скалярной (двухмерной или трехмерной) 
задачей. Это отличие состоит в том, что в первой· задаче 
вспомогательное поле, связанное с особой поверхностью, подчиня
ется некоторым условиям, а для вспомогательного скалярного поля 
аналогичных условий нет. Это отличие приводит, во-первых, к 
тому, что некоторые результаты, очевидные или легко доказыва
емЫе в скалярном случае, для векторных задач формулируются 
лишь как вероятные гипотезы. Во-вторых, использование некото
рых практических результатов развитой теории оказывается 
ограниченным в задачах, в которых векторный характер 1,10ля 
существен. Однако общий характер явления неаппроксимируемости 
и связанной с ним проблемы оптимального токового синтеза мало 
отличается в скалярных и в векторных задачах. 



Г л а в а II. НЕАППРОКСИМИРУЕМОСТЬ ДИАГРАММ 

§ 5. Неаппроксимируемость и ну левые линии вещественного 
волнового поля 

. 

1. Функция 1 (") - диаграмма, созданная током j(s), 
распределенным на линии С -определяется, согласно (2.4), как 
коэффициент при множителе exp(- ikr)/w в асимптотяке при 
r ... оо поля и(r,"). Это поле удовлетворяет однородному волиовому 
уравнению (2.2) и условию на линии С, которое мы введем no 
(2.3а), т.е. как разрыв нормальной производной и(r,") на С; само 
поле на С непрерывно и�] = j(s), (и] = о. (5.1а,б) 

л 
Введем вспомогательное поле и(r,tp), которое будет играть 

существенную роль в дальнейших построениях. Это поле no 
определению удовлетворяет на всей плоскости тому же однород-
ному волновому уравнению (2.2): 

' 

Л 2л Аи + k и =  О, (5.2) 

с тем же значением k и не им� никаких особенностей на всей 
плоскости. На бесконечности и(r,") содержит, разумеется, не 
только слагаемое, пропорциональное ехр(-ikr) 1 w, но и слагае
мое, пропорциональное exp(ikr)/w - иначе это поле должно 
было бы бытьл тождественно равным нулю. Асимптотика при 
r _. оо поля и(r,rp) имеет вид 

;;(r,tp) = F'"(")i kr Im + Ф(tр)е -i kr /..ff:r, (5.3) 

где отброшены члены nорядка (kr)-312• Поле ;;(r,tp) содержит при 
r ... оо «незоммерфельдовское» слагаемое-nервое слагаемое в (5.3). 
Это nоле как бы создано приходящей из бесконечности ци
лиНдРической волной. Амплитуда этой волны пропорциональна л л 
функции F("), введенной условием (5.3). Если поле и(r,tp) 
вещественно, как мы обычно будем �дполаrать, то и ее 
асимптотика вещественна, и тогда Ф(tр) = F(tp); но в любом случае 
функция Ф(tр) выпадает из дальнейших выкладок. Мы потребуем 
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л 
еще, чтобы функция F(<p) имела конечную норму и будем ее 
нормировать условием (3. 1б) , т.е. 

21r л 
f 1 F(rp) l2df{J = 1 .  (5.4) 
о 

Этим оnределяется и нормировка nоля U{r,tp). 
2. Применим к nол� u(r,rp), созданному токами j(s) , и к 

всnомогательному nолю u(r,rp), удовлетворяющим одному и тому 
же волновому уравнению, вторую формулу Грина в области, 
ограниченной бесконечно удаленной окружностью. При этом, 
согласно (S.la) , надо доnолнительным контуром ,Щ::клЮчить линию 
С, на которой nоле u(r,tp) неаналитично. Возн�{!ет доnолнитель
ный контурный интеграл no обеим сторонам лиНИи С (независимо 
от того, замкнута ли эта линия или нет) , т.е. интеграл по С от 
разности значений ди/ дN с обеих сторон С, умноженной на л 
значение u(r,r) на этой линии. Формула Грина nримет вид 

Jf<�tш - иА� )dS = ,l�m� 7 (;? �� - и �� ) rd<p + { [:�] ;? ds. 

<5.5) 
Левая часть равна нулю, так как уравнения (2.2) и (5.2) 
совпадают. Первое слагаемое сnрава в (5.5) вычисляется по 
асимnтотякам (2.4) и (5.3) , второе - no (5. 1а). В результате 
получаем формулу: 

21r 
ft(r)P.(r)drp = {f i (s) 'ii(r,tp)ds. (5.6) 
о с 

Это есть теорема взаим:пости (или, точнее, лемма Лоренца) для 
двух nолей - поля u(r,tp) (слева стоит его л асимnтотическое 
значение f(f!J)), созданного током j(�, и поля u(r,tp) , созданного 
nриходящей волной с амnлитудой F'(r). 

Введем термин «особая линия». Назовем линию С особой и л л 
будем обозначать ее через С, если существует поле u(r,rp), всюду 
удовлетворяющее волновому уравнению (5.2) и не имеющее 
особенностей лна всей nлоскости, для которой. функция F(rp), 
связанная с u(r,rp) условием (5.3) , имеет конечную норму - и л 
такая, что она равна нулю на С. Таким образом, по оnределению 
особой линии, на ней 

�г.r) 1 с = О, <5.7) 
л л 

где u(r,rp) обладает упомянутыми свойствами. Поле u(r,rp) и ero 
нормальная nроИзводпая неnрерывны на С. 

Из (5.6) и (5.7) следует, что диаграмма любого тока, л 
расnределенного на С, удовлетворяет условию (3.14) , в котором 
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F(tp) - функция, связанная с асимптотикай поля ;;(r,qJ) условием 
л 

(5 .3), т .е. F' (f{J) пропорционально «незоммерфельдовскому>> слага-
л 

емому в асимптотяке поля, равного нулю на С. 
Существование поля ;;(NI'), удовлетворяющего требованию 

(5. 7), есть достаточное условие для того, чтобы диаграмма любого 
л . . л 

тока на С удовлетворяла уравнению (3.14) с функцией F(!f), л 
связанной с полем u(r,tp), согласно уравнению (5.3). Это условие 
и необходимо. Если диаграмма /(f{J) любого тока, распределеиного 
на векоторой линии, удовлетворяет условию (3.14) с векоторой л л 
функцией F(tp) ,  то существует поле u(r,qJ), нигде не имеющее 
особенностей и удовлетворяющее волновому уравнению, которое л 
равно нулю на этой линии и связано с F(f{J) условием (5.3). л 

Доказательство совершенно элементарно. Функция F(f/J) одно-
значно определяет поле U{r,tp); подробно мы эту связь рас
смотрим в следующем пункте. Формула (5.6) есть следствие этой 
связи. Зададим какую-либо полную систему функций jrt(s) 
<п = 1, 2, .. . ) на С; пример такой системы для произвольной линии 
приведен в § 14. По условию, все диаграммы, создаваемые токами л 
j (s), ортогональны функции F(!f), т.е. для всех n левая- а rt 
потому и правая --;_ часть формулы (5.6) равна нулю. Следо
вательно, функция и [r(tp),tp] , где г =  r(f{J) есть уравнение линии л 
С, ортогональна полной системе функций jrt(s), т.е. равна нулю. 

Как уже отмечалось в § 3, из (3.14) следует неапп
роксимируемость линией С любой функции F(tp), не ортогопаль-л 
ной F(!f), т.е. не удовлетворяющей условию Ь =О (3.17). Именно 
это свойство линии С н имеет практическое значение. Однако 
неnосредственная проверка того, что свойство (3.14) выполняется 
для любых токов на С, обычно невозможно. А существование л л 
поля u(r,'qJ) со свойством (5.7) на С часто удается доказать, причем 
иногда простейшим способом - нахождением явного вида этого 
поля. Именно в этом н состоит значение доказанной эквивален-
тности (3.14) и (5.7). л 

л Заметим, что построение линии С по известной функции 
F(f{J) можно рассматривать как определение векоторого параметра 
оператора (1.1) по его функции ортоrонального дополнения. 

л л 
3. Рассмотрим подробнее связь поля u(r,tp) и функции F(!f), л 

которую дает формула (5.3). Поле u(r,qJ), удовлетворяющее 
волновому уравнению (5.2) и не имеющее особенностей, можно 
представить в виде 

(5.8) 
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где коэффициенты Сn предполагаются такими, что ряд всюду 
сходится. Для сокращения записи мы ограничились в (5.8) 
косинусными членами, хотя рассмотрение, разумеется, не ог
раничивается четными по tp полями. Так · как нас будут 
интересовать поля, имеющие нулевые линии, то, если не 
учитывать возможность вырождения (когда д!J..З вещественных поля 
имеют · общую нулевую лини� , поле u(г,tp) должно быть 
вещественно. Точнее, как поле u(г,tp) , так и коэффициенты С n 
могут отличаться от вещественных величин множителем exp(ia) 
(при любом а) . Мы ниже учтем это несущест:ч.енное обобщение. 

Асимптотяка при г -+  оо поля (5.8) будет1;' согласно асимптотяке 
функций Бессе.Ji:я, содержать слагаемыJ/. с exp(ikг)/VГr и с л .,.,�.. exp(-ikг)/VГr. Функция Y(tp), согласно уравнению (5.3) , выра
жается рядом Фурье с теми же коэффициентами С : n 

л 1 "" Y(tp) = v'l.Jii LJ сп ( -i)п cos(ntp). 
л 

Условие нормировки (5.4) для F(tp) дает 

(5.9) 

(5. 10) 

где штрих над знаком суммы означает, что в слагаемом с 
n = О подразумевается коэффициент 2. 

Поле, удовлетворяющее волновому уравнению и нигде не 
имеющее особенностей, можно представить не в цилиндрической 
системе координат, как в (5.8) , а в декартовой: 

21t 
;;(х,у) = J D(a) exp(ikx cos а + iky sin а) da, (5. 1 1 )  

о 
т.·е. в виде интеграла по плоским волнам. При этом можно 
ограничиться однородными плоскими волнами ( 1 cos а 1 s 1 ,  
1 sin а 1 s 1 ) ,  так как его асимптотяка при г -+ оо содержит 
значения D(a) только для аргумента а от О до 2:n; (см. также 
замечание после (5.1 5) ) .  

Подставив в (5. 1 1 )  х = г cos tp ,  у = г sin tp ,  получим 
21t 

;;(г,tр) = J D(a) exp [ikг cos (а - tp)] da. 
о 

(5. 1.2) 

Вычислив этот интеграл методом стационарной фазы, найдем 
при г -+  оо :  

л � �� u(г,tp) = VIЛl D(tp)fu + Г-'1Лl D(tp + л) 7fr· 

Сопоставляя с (5.3) , получим 
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И формула (5.9) , и формула (5. 14) дают простые способы . л л 
построения поля u(r,lfJ) по .функции F(lfJ). Из (5.9) определяются 
коэффициенты С , и поле -;;(r,I(J) нахоДится в виде ряда (5.8) ; из n л 
(5. 14) определяется функция D(a), и поле и(х,у) находится в виде 
интеграла (5. 1 1 ) .  

Формулы (5. 1 1 ) ,  (5. 1 4) и формулы (5.9) , (5.8) эквивалентны. 
Например, разложив D(a) в ряд Фурье и воспользовавшись 
табличным интеграЛом 

2Jr 
J exp(ikr cos I{J) cos (ni{J) = '1л inJ n(kr) , 
о 

(5. 15) 

л 
получим из (5. 1 2) ,  согласно (5. 14) , тот же ряд (5.8) для u(r,lfJ). 

4. Требование вещественности ';;(r,I(J) (с точностью до посто
янного множителя) накладывает определенное требование на л 
функцию F(lfJ). Из (5.9) следует, что 

л 1 � .. n F(I{J + л) =  v::::'1Лl LJ Cn(-i) cos (nlfJ) .  

Если С = 1 С 1 eia (а - вещественно) , n n 
сопоставляя (5.9) и (5. 1 6) ,  подучим 

л л 
F(I{J + .n) = exp [-2i(a + л/4)] F(lfJ). 

(5. 1 6) 

с .. = С e-2ia 
то n n ' и 

(5. 1 7) 
Так как а может быть любым числом, то (5. 1 7) означает, что 
л л 
F(I{J+ л) и F(lfJ) могут отдичаться только постоянным множите-
лем, модуль которого равен единице. 

Этот результат может быть подуче� и непосредственно из 
(5.2) , (5.3) в предположении, что u(r,I(J) нигде не имеет 
особенностей, которое было использовано при представлении 
-;;(r,I{J) в виде ряда (5.8) . Согласно формуле Грина, интеграл, 
стоящий первым слагаемым в правой части формулы (5.5) , для 
�(r,I(J) и любого поля, тоже удовлетворяющего уравнению (5.2) 
и не имеющего особенностей, равен нулю. Примем в качестве 
этого поля плоскую волну, приходящую из направления lfJ' ,  
exp [ikr cos (lfJ - I(J ')] . Подставим в этот интеграл асимптотяку (5.3) 
и эту функцию и вычислим его методом стационарной фазы. л 
Получим, что Ф(I(J') = iF(IfJ' + .n). Если потребовать, чтобы 
-;;(r,I(J) было вещественно (так что в (5. 17) а =  0) , то в (5.3) 

л 
Ф(I{J') = F(lfJ), и мы вновь получим условие (5. 17) - без обращения 
к асимптотике функций Бесселя. л 

Справедливо и обратное утверждение: если функция F(lfJ) 
обладает свойством (5. 17) , то поле -;;(r,I(J) вещественно (с 
упомянутым обобщением) . Это следует, например, из (5.9) . 
Тождество (5. 1 7) в применении к (5.9) означает, что все 
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коэффициенты С имеют вид / С  / eta, и тогда из (5.8) следует, n · n 

что {;(r,f!J) ;:= 1 {;(r,f!J) 1 eia. 
Поле и(r,f!J) с асимптотикой (5;,_3) имеет нулевые линии. 

Для п�остоты записи примем u(r,f!J) вещественным. Тогда 
Ф(f!J) = F(f!J), т.е. 

;;-(r,f!J) = 1 F(f!J) 1 Jr cos (kr - {З(f!J)] + О[(�r)-З/2] , 
л 

где fЗ(IfJ) - фаза фунl)._ции F(lfJ).  Следовательно, во всяком случае 
при больших kr, nоЛе и(r,I(J) имеет нулевые линии, асимптотически 
близкие к контурам r = [л/2 + лп + {З(I(J)] /k; (n'>> 1 ) ,  т.е. близкие 
к окружностям r = лп/ k. / 

) >  Легко проверить, что (5. 17) будет выяt!лняться для функции л л л 
F(f!J) также и в том случае, когда и(r,I(J) и F(lf) не являются 
четными функциями от lf, т.е; когда в ряды (5.8) и (5.9) входят 
также слагаемые с sin (nlfJ). 

5. Выше мы рассматривали поля, созданные распределенным 
на пекоторой линии током, понимая под током разрыв нормальной 
производной функции и, т.е. j = [дu/дN] (см. (2.3а) ) .  Можно, 
как в (2.3б) , понимать под j разрыв самой функции и 

· (j = [и] ) . В терминах, соответствующих двумерному варИанту 
векторной электромагнитной задачи, в которой и :=  Е ,  согласно z 

(2.4) , [ди/дN] = j ,  а [и] = /т>, т.е. разрыв нормальной производ-z s 
ной есть осевой электрический ток, а разрыв самой функции и 
есть тангенциальный магнитный ток. Мы будем придерживаться 
именно этой терминологии, а не другой, которая следует из 
формулы (2.5) , когда и =  Н .  Задачу, состоЯщую в определении z 
поля по уравнению (2.2) , условию излучения и условию на линии 
с 

[ ди(т) 1 дN} = О, (5. 1 8) 

мы будем называть задачей о возбуждении поля магнитным 

m01сом, а само поле будем обозначать через u<m>(r,I(J). 
Введем, аналогично ;;-(r,if), вспомогательное поле uCm)(r,I(J) как 

поле, удовлетворяющее уравнению (2.2) , нигде не имеющее 
особенностей и на векоторой линии c(m) удовлетворяющее условию 

д;;-<т) 
iif.Г 1 с( т) = о. (5. 1 9) 

На бесконечности ;fm)(r,lf) имеет асимnтотику (5.3) , где вместо 
F(lf) стоит некоторая функция pt..m)(lfJ). Линии c(m), для которых 
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существует поле ;)т)(r,q>) с этими свойствами, мы назовем особыми 
линиями маmитноrо типа. 

Применяя к u<т>(r,q>) и �(т)(r,q>) формулу Грина, мы получим 
формулу, отличающуюся от (5.5) последним слагаемым. Оно будет 
равно 

I ( ) д�(т) 
- л [и т ]дN ds. (5.20) 

с( т) 
По определению линии с(т) эта величина при любых /т) равна 
нулю. Так мы получим для диаграмм, созданных линией с(т) 
(т.е. любыми магнитными токами на особой линии магнитноrо 
типа) , формулу, аналогичную (3. 14) , 

21l л 

J fт>('P)Ji<т)•('P) dq> =О. (5.21 )  
о 

л 
Все результаты этоrо параграфа, полученные для f('P) и С, 

переносятся на fm>(r>) и с< т> с заменой F(r>) на j<т>(r>) и заменой 
определения (5.7) на (5. 19) .  Функцию j{т)('Р) мы будем 
предполагать также имеющей конечную норму и нормиршщть ее 
по (5.4) .  

6. Ниже (в  § 1 1 ) будет показано, что существуют такие 
незамкнутые линии, которые одновременно удо:.."летворяют ус-

"' 
ловию (5.7) с некоторым полем u(r,q>) и условию (5. 1 9) с 
некоторым другим полем ;; <т)(r,q>). Это означает, что только 
электрическими или только магнитными токами на таких линиях 
нельзя создать систему диаграмм, которая может аппрок
симировать любую функцию, т.е. что система диаграмм, создава
емых токами одноrо типа на такой линии, неполна. Однако если 
на них можно размещать токи обоих типов, то создается полная 
система диаграмм-при условии, что функции F(q>) и F (т)('Р) 
линейно независимы. 

Для доказательства достаточно показать, что любая функция 
F(q>) может быть представлена в виде 

(5.22) 

где f и Jт) удовлетворяют соответственно условиям (3. 1 4) и (5.2 1 )  
и потому аппроксимируемы диаграммами токов j(s) и j (т)(s). 
Уравнение (5.22) является тождеством, если 

1 л л ( ) /(q>)= 1,F(q>) + а F(q>) + {ЗF т (q>), 
(5;23) 
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Если nринять 

1 + л(т) а - Р =  - 2(J2 - 1 )
' 

где 

f.т) + JJ 
2(J 2 - 1 )

' 

1 = (F,f,, f.т) = (F,F <т>), J = (F,F <т)) , 

(5.24) 

то (J,f) = О, (/т),р (т)) = О, т.е. условия (3.1 4) и (5.21 )  будут 
�ыпо�ены. Условие, что нормированные _.на .. единицу функции 
F и F (т) линейно независимы, означает; 1 что J 2 - 1 оё О. 

В t:рехмерной векторной иллюстрацип:;j.:м. § 3) формула (5.22) 
означает, что любой вектор F(tp) может быть nредставлен суммой 
двух векторов, лежащих в двух nлоскостях, nерпендикулярных , 
соответственно, двум некомnланарным векторам F(tp) и р (т)(tр). 

Таким образом, любая линия, независимо от того, является 
ли она или нет особой линией или особой линией маmитного 
тиnа, или даже одновременно обладает обоими этими свойствами, 
может диаграммами токов обоих тиnов аппроксимировать любую 
функцию. 

§ 6. Примеры особых линий. «Запрещенные» формы антенн 
В этом параграфе· приведены простые примеры особых линий 

� и соответствующие им функции ортогонального доnолнения 
F(tp). Они связаны между собой условиями (5. 7) и (5.3) на л 
вспомогательное nоле u(r,!fJ). Примеры этого параграфа получены 
элементарным способом - поле u(r,tp) выбирается в простой форме 
в какой-либо системе координат, в которой волновое уравнение 
распадается на два обыкновенных уравнения, а затем рассматрива
ются нулевые линии решения. 

1. Примем 

(6. 1 )  

где n - нуль или целое число. При других значениях n функция 
(6. 1 )  будет иметь разрыв nри rp = О, т.е. не будет удовлетворять л 
сформулиро.АJанным выше требованиям на u(r,!fJ). 

Линия С, на которой функция (6. 1 )  равна нулю, состоит из 
счетного числа окружностей 

r = #nт/r, т =  1 ,  2, . . .  , (6.2) 

где р т-й корень п-й функции Бесселя (J (j.t ) = 0) , и из 2n пт n пт полупрямых (nри n � l) 
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Всем этим окружностям и лучам и любой их комбинации 
соответствует одна и та же функция ортогонального дополнения 

л 
F(<p) = cos (n<p) ,  (6.4) 

где опущен нормировочный коэффициент, получающийся из (3.4) . 
Из (6.2) и (6.4) следует, например, что зеркальная ци

линдрическая антенна с направляющей в виде любой дуги 
окружности с радиусом (6.2) не сможет аппроксимировать 
диаграмму, ряд Фурье' которой содержит слагаемое cos (n!f). Для 
любой функции F(<p) ближайшей диаграммой (ненормированной) , 
аппроксим�руемой токами на таком зеркале, будет диаграмма, 
получающаяся отбрасыванием в ее ряде Фурье слагаемого 
cos (п<р). Это, разумеется, согласуется с общей формулой, л 
приведеиной в § 3, п. 4. Для n = О  функция F(!f') = const, и, 
например, для диаграммы F(rp) = 1 + cos rp ближайшей апп
роксимируемой диаграммой будет cos rp (см. § 1 ,  п. 1 ) . 

Отметим уже сейчас, что если форма зеркала только близка 
к (6.2) , то хотя аппроксимация диаграммы, не ортогональной л 
F(rp), возможна, но для этого нужны большие токи (см. ниже 
§ 16 ) .  

Если на зеркале наводятся не осевые, а азимутальные токи 
(«Н-поляризация») , то на дуге окружности (направляющая 
цилиндра) испытывает разрыв не д и/ дN, а само поле и = Н . z 
По терминологии § 5, п.3, это означает, что диаграммы 
создаются магнитными токами (см. замечание в конце § 3, 
п. 2) . Особыми линиями, согласно (5. 19) , будут окружности 
r = v /k, т = 1 ,  2, . . .  , где J ' (v )= О, и прямые, на которых nm n nm 
sin (n<p) = О, т.е. лучи rp = тл:/ n, т = О, 1 , . . .  , 2n - 1 .  

Невозможность электрическими токами на любом из лучей 
(6.3) приблизить диаграмму cos (nrp) (n � 1 )  является след
ствием очевидного обстоllтелъства - всякая диаграмма, созданная 
электрическим током на отрезке прямой, симметрична относитель
но этой прямой. Поэтому диаграммами токов на прямой могут 
быть аппроксимированы только диаграммы, симметричные от
носительно нее. Для прямой линии всякая несимметричная 
функция есть ортогональное дополнение к системе ее диаграмм. 
Формула (6.4) есть просто запись этого факта. Для того чтобы 

:n . :n это показать, достаточно ввести угол 1/J = rp - (-
2 + т -), т.е. n n 

угол, отсчитываемый от прямой (6.3) . Функция cos (nrp), с 
точностью до знака, равна sin (nf/J), т.е. есть нечетпая функция 
угла f/J. 

Вообще соотношение между особой линией и функцией 
ортогонального дополнения можно рассматривать как обобщение 
основанного на тривиальном соображении о симметрии соотно
шения между отрезком прямой линии и любой нечетной 
относительно этой линии функцией. Нетривиально, по существу, 
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лишь то, что особых линий <<Очень мноrФ> - в § 9 мы nоясним, 
что здесь имеется в виду. 

2. Две nрямые из системы (6.3) , соответствующие различным · 

значениям т (т' и т") , образуют угол 

t а =  л n' (6.5) 

где t = т' - т".  Будем рассматривать nересечение nрямых, а не 
.лучей, так что достаточно считать а s л, а t nридавать n - 1 
значений ( t= 1 ,  2, .. . , n - 1 ) .  Согласно nредьr.цущему, ортогональ-л /. 
ное доnолнение (6.4) для этой линии С !'оJОЖно заnисать в виде 
sin (ntp), где угол 1/J отсчитывается от од;.:ой из сторон угла. 
Разумеется, эТа функция может быть заnисана и в виде 
sin (n:qi), где угол :qi отсчитывается от второй стороны угла. Так 
как 1/J = :qi + а, то обе функции, согласно (6.5) , равны (с точноотью 
до знака) . 

Если две nрямые nересекаются nод углом, который не 
удовлетворяет условию (6.5) , т.е. не является рациональной частью 
л, то эта линия . не является особой. Полная система токов на 
обеих сторонах такого угла создает полную систему диагр�мм. 
Этот результат (принципиальное различие между углом типа (6.5) 
и углом, не являющимся рациональной частью л) выглядит 
нефизичным, так как рациональные числа образуют плотное 
множество, любое число может быть с произвольной точностью 
представлено рациональной дробью. 

Парадокс этот кажущийся. Чем больше число n в (6.4) , тем л 
меньше, вообще говоря, произведение Ь= (F,F) (см. (3. 17))  и тем 
меньше 1 Ь 1 2 - квадрат расстояния в метрике L2 (см. (3.20а) ) 
между любой функцией F(rp) и ближайшей аппроксимируемой. 
При большом n в (6.4) только очень изрезанные функции F(rp) 
(точнее - функции, в ряде Фурье которых велик коэффициент 
при cos (nrp) или sin (nrp), n » 1 )  будут практически неапп
роксимируемы диаграммами токов на сторонах угла, имеющего 
вид (6.4) . Угол, для которого отношение а/л иррациональн6, и 
уrол, для которого а/л рационально, т.е. имеет вид t/n, но с 
большим n, в проблеме аппроксимируемости практически не 
различаются. Для первого любая диаграмма аппроксимируема, для 
второго-количественная характеристика неаппроксимируемости 
(величина 1 Ы 2) очень мала. В § 16 мы увидим, что, кроме того, 
если а/л иррационально, но близко к рациональному с малым 
n, то аппроксимируемость достигается лишь при очень большом 
токе. 

Однако для небольтих n (n = 1 ,  2, 3, 4) из предыдущих 
рассуждений следуют некоторые ограничения для рупорных 
антенн. Эти ограничения имеют такой же характер, как и для 
антенн в форме части кругового цилиндра. Если стенки рупора 
образуют особую линию, для которой функция ортоrональн:ого 
30 



дополнения имеет вид (6.4) при небольтом n, то токами на 
рупоре нельзя аппроксимировать многие диаграммы. Поэтому при 
конструировании секториального рупора надо избегать углов 
раскрыва, равных или близких к а,  удовлетворяющим (6.5) при 
небольших n. Нежелательны следующие углы : 

а ·= 90°(n = 2) ; а =  60''. 120°(n = 3) ; а =  45°, 1 35° (n = 4) . 

(6.6) 
Двум пересекающимся под �лом а (см. (6.5)) прямым 

соответствует не только функция F(tp) = sin (mp)/Vii, но и весь 
бесконечный ряд функций 

FiP) = -Jл sin (ртр), р = 1 ;  2, . . .  . (6.7) 

Действительно, nри любом р (а не только при р = 1) эти функции 
нечетны как относительно nервой прямой (1/J = 0) , так и 
относительно второй прямой 1/J = а. Это опять легко пр()верить, 
введя угол 1ji == tp - а, отсчитываемый от этой второй прямой. 
Впрочем, можно по общему методу ввести вспомогательное поле: 

(6.8) 

и убедиться, что на линии, состоящей из прямых 1/J = О  и 
tp = а , где а дано в (6.5) , это поле равно нулю, т.е . .  эта 
совокупность двух прямых действительно является особой линией. 
Существование бесконечного числа функций ортогонального до
полнения (6.8) будет нами использовано в следующем параграфе. 

3. В эллиптической системе координат 

х = с ch � · cos ТJ ,  у = с sh � · sin 1J (6.9) 

линии � = const - эллипсы с полуосями с ch � и с sh � (2с -
расстояние между фокусами) и эксцентриситетом е =  1 /с�; линии 
tJ = const - гиперболы с теми же фокусами и углом между 
асимптотами а =  2ТJ. При (x2+i)112 _,. оо 1J переходит в ци
Линдрический угол tp, а с ch � ::::: с sh � - в цилиндрический 
радиус r. л 

Функцию и в координатах �, tJ выберем в таком же простейшем 
виде, как в (6. 1 ) ,  т.е. как произведение функций от � и 1J 

�(�,ТJ) = 'I',Д) Фn(q), n = О, 1 ,  . . .  , (6. 1 0) 

где Ф n(1J) - «азимутальная» функция Матье, . а . W n(�) 
«радиальнаЯ» функция Матье. Функция Ф (ТJ) - аналог функций n 
cos (ntp) и sin (ntp), а функция Wn(�) - аналог функции Бесселя 
J (kr) и переходит в нее при � _,. Qo ,  n л 

Эллипс � =  const будет особой линией С, если для какого-либо 
n (n= О, 1 ,  . . .  ) имеет место равенство 'IJf n(�) = О, и ей соответствует 
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л 
функция ортогонального дополнения F(!f) = Ф п(!f). Гипербола 
1J = coпst будет особой линией, если Ф (ТJ) ;::; О, ей соответствует n 
та же функция Ф n(!f). 

Обе функции Матье зависят от параметра q = (kc../2 )2, 
содержащего частоту. Аналог функции '1' n(�) (функция Бесселя) 
также зависит от частоты, но аналог функции Ф n(ТJ) , (тригоно
метрическая функция) от частоты не зависит. Поэтому гипербола, 
как и эллипс (и окружность, в частности) может быть особой 
линией только для дискретных частот, Х9'fЯ .она не замкнутый 
контур и не может быть резонансной. В ,:rfoм ее принципиальное 
отличие от двух пересекающихся оря�}'· Свойства линии из 
двух пересекающихся прямых зависят · "fолько от угла между 
ними-это есть очевидное следствие того, что в этой линии нет 
элемента размерности длины. 

«Нежелательные>> параметры эллиптической или гиперболиче
ской антенны (т.е. цилиндра с направляющей в виде эллипса или 
гиперболы) зависят, таким образом, от частоты. Или, в другой 
формулировке-для каждой такой антенны существуют «нежела
тельные» частоты, на которых поверхность антенны является 
особой. Приведем несколько численных примеров. 

Пусть параметр q равен 3,75. При этом значении q первый 
корень «радиальной» функции Матье для n = О  есть .; = 0,46 
[ 19] . Этому значению соответствует эксцентриситет е = 0,91 .  
Эллрптическое зеркало с таким эксцентриситетом будет на длине 
волны, равной 0,82 расстояния между фокусами (что и соответ
ствует q = 3,75, т.е. kc == 3,86) , особой поверхностью, а функцией 
ортогонального дополнения будет <<азимутальная» функция Матье 
с n '"' О и с этим же значением q. Если принять q = О, 75 (kc = 
= 1 ,73) , то первый корень (Для n = 0) будет .; = 1 ,04,' чему 
соответствует эксцентриситет е = 0,63. Эллиптическое зеркало с 
таким эксцентриситетом становится особой nоверхностью на длине 
волны, равной 1 ,8 расстояния между фокусами. 

Гиперболический рупор удобно характеризовать углом � 
между асимптотами. Уравнение гиперболы есть 1J = а/2. Гипербола 
будет особой, если а/2 будет корнем «азимутальной» функции 
Матье. Эти <<нежелательные» значения а зависят от параметра q, 
т.е. от частоты. Например, при q = 1 (kc = 2) и q = 10 
(kc = 6,3) этими значениями а будут 

а =  106°, 66°, 124°, 94°, . . .  (q = 1 ) ,  

а =  144°, 1 16°, 146°, l 18°, . . . (q = 10) . (6. 1 1 ) 

Четырем приведеиным значениям а соответствуют четыре раз-л 
личные функции F(!f) , равные <<азимутальной» функции Матье с 
соответствующими значениями q, нескольким первым значениям 
n и двум возможным четностям. В обычных обозначениях (см., 
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например, [ 19, с. 536) ) этими функциями (ненормированными) 
являются ce2(q,tp) ,  ce3(q,tp), se3(q,tp) и seiq,tp). 

л 
4. Запишем теперь и в декартовой системе координат. Мы 

начнем с простейшеrо случая, когда волновое уравнение решено 
методом разделения nеременных, так что 

л и(х,у) = cos (kx cos {3) cos (ky sin {3) , (6.12) 
где {3 - некоторый фиксированный nараметр; при любом {3 
функция (6. 1 2) удовлетворяет волновому уравнению. 

Линиями, на которых l?(x,y) обращается в нуль, является 
совокуnность nрямых - прямоуrолъная сетка 

х = (л/2 + пл)/ (k cos {3), у = (л:/2 + тл)/ (k sin {3) , (6. 13) 
где т и n принимают все целые значения от - оо до оо и значение 
нуль. Каждая ячейка сетки есть прямоуrолъник со сторонами 

a = л/(k cos f3), h= лl(k sin {3). (6. 1 4) 
л 

Для тоrо чтобы найти F(tp), л надо вычислить по (5.3) 
асимптотяку nри r -+ оо функции и, кoropast является суммой 
четырех nлоских волн тиnа ехр [ik (х cos {3 + у sin {3)] . В ци
линдрической системе координат эта волна имеет вид 
ехр [ikr cos (tp - {3)] . При умножении на любую функцию F(tp) и 
интегрировании по tp, после перехода к пределу r ... оо ,  вычисляя 
интеграл методом стационарной фазы, получим, как известно [ер. 
(5 . 1 3) ]  , следующее выражение: 

2Jt 
lim J F(tp) ехр [ikr cos (tp - {3)] dtp = 

kr -. oo  0 · 

Jkr e-ikr = V'1itl Vkr F(/J) + .f=!Iiil 7f:Г F (/J + л). (6. 15) 

Эту формулу можно заnисать в слеДующем символическом виде 
lim ехр [ikr cos (tp - {3)] = 

kr ...,. оо 

Из (6. 1 5) следует, что «Незоммерфельдовское» слагаемое в асим
nтотикс поля ехр J!kr cos(tp - {З) J есть V'tirl o(tp - {З) ikr 1 VfГ, 
т.е. что слагаемое в F(tp), соответствующее этому полю (nлоской 
волне, приходящей из направления tp = /3) , пропорционально 
обобщенной функции о (tp - {З). Так как (6. 12) есть поле, 
получающееся интерференцией четырех плоских волн, прихо-
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дящих из направлений tp = ±{З, tp = ±{З + л, то полю (6. 1 2) 
соответствует «Функция ортогонального дополнения» 

л 
F(tp) = <5 (tp - {З) + <5 (tp + {З) + d(tp - {З + л) + d(tp + {З - л). 

(6. 1 7) 
Мы поставили кавычки, так как функция (6. 17) не интег-

л рируема с квадратом, так что u(x,y) не удовлетворяет одному из 
условий, которому должно удовлетворять вспомогательное поле, 
чтобы ее нулевые линии были особыми линиями. 

Резонансный прямоугольник, · т.е. ,nрямоугольник, стороны 
которого могут быть представлены . вiсРорме (6. 14) ,  при любом 
значении параметра {З не является oc09Яji линией. Токами на нем 
может быть создана диаграмма, сколь угодно близкая к любой л 
нормируемой функции F(tp) (см. замечание в конце параграфа) .  

То же  относится к двум параллельным прямым, находящимся 
друг от друга на расстоянии Ь (т.е. к совокупности двух линий 
у = Ь/2 и у = -Ь/2) , если Ь больше половины длины волны 
(kb > .л:) .  Тогда эти линии могут рассматриваться как нулевые 
линии поля (6. 12) при sin {З = л/kЬ, точнее - как результат 
интерференции двух nлоских волн, nриходящих из направлений 
tp = {З и tp = {З + л. Асимптотяка этого поля содержит, согласно л 
(6. 16) ,  <5-функции, так что соответствующая функция F(tp) не 
нормируема. Вновь возникает кажущийся парадокс, аналоmчный 
тому, который мы рассматривали в связи с формулой (6.5) . Две 
прямые, пересекающиеся под малым рациональным углом, обра
зуют особую линию, а если этот угол - нулевой (параллельные 
прямые, не слишком близкие друг к другу) , то они не образуют 
особой линии. Малая деформация линии может сделать ее 
неособой - но, как мы увидим в § 16, аппроксимация ею 
произвольной диаграммы потребует больших токов. 

Если расстояние между прямыми меньше половины длины 
волны (kb < .л:) , то не существует не возрастающего неограничено 
и всюду аналитического решения волнового уравнения, равного 
нулю при у = ±Ь/2, т.е. две близкие параллельные прямые не 
образуют особую линию. 

Хотя функция (6. 17) не является функцией ортогонального 
дополнения, но любая диаграмма, создаваемая токами на резо
нансном прямоугольнике со сторонами ( 6.14) , будет удовлетворять л • 

условию (/,F) = О, т.е. для любой диаграммы будет справедливо 
условие: 

1 (/3) + 1 (л - {З) + 1 (- {З) + 1 (- л + {З) = О. (6. 1 8) 
л Из (/,F) = О однако не следует неаппроксимируемость всякой 

функции, не удовлетворяющей требованию (6. 1 8) ; в рассуждении, 
приведеином в § 3, нельзя перейти от (3. 1 8) к (3.20а) . 

Как и для примера с двумя пересекающимися прямыми, 
условие (6. 1 8) может быть получено без привлечения общей 
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теории, nутем несложного специального nостроения, только из 
соображения о симметрии диаграмм, созданных токами на 
отрезке nрямой. Покажем сначала, что условия (6. 1 8) выnолня
ются для диаграмм тока, текущего по одной стороне nрямо
угольника, наnример по стороне у =  Ь/2. Обозначим эту диаграмму 
через t1{tp). Если этот ток nеренести на линию у= О, то он создаст 

. . ( ikb ) диаграмму t1 (tp) ехр - Т  sin tp • Эта диаграмма должна быть 

симметрична относительно угла tp: t1 (tp) ехр(- Vz ikb sin (tp)) = 
•/1 ( -tp) ехр (Vz ikb sin (tp)), или, согласно (6. 1 4) ,  

/1(-tp) = /1 (tp) exp (-i .л: :��) · (6. 1 9) 

Для функции t1 (tp), nодчиненной условию (6. 19) , равенство 
(6. 18) ,  как легко проверить, выnолняется. Повторяя это рассуж
дение для диаграмм токов на сторонах у =  -Ь/2 и х = ±а/2, мы 
покажем, что оно выnолняется для диаграмм, созданных токами 
на каждой из четырех сторон nрямоугольника, а следовательно и 
для суммарной диаграммы, созданной любыми токами на всех 
сторонах резонансного прямоугольника. 

5. Если поле собственного колебания внутрИ какого-либо 
резонансного контура выражается явной формулой, сохраняющей 
смысл всюду вне контура, то эта же формула описывает, очевидно, 
поле 'il(r,tp), в котором контур является нулевой Линией. Эта 
nростая мысль, которую мы исnользуем для более сложных задач 
в § 12,  позволяет в некоторых случаях найти особые линии и в 
форме сетки, состоящей из трех систем параллельных nрямых (а 
не из двух взаимноnерпендикулярных систем, как в n. 4) . Мы 
восnользуемся сначала решением внутренней задачи Дирихле для 
равностороннего треугольника [22] . Простейmему решению этой 
задачи можно придать вид 

'il(x,y) = sin (kx) - sin [k(x - уv'З) /2] sin [k(x + уv'З) /2] . (6.20) 

Легко неnосредственно nроверить, что это nоле удовлетворяет 
волновому уравнению и обращается в нуль на линиях х = .л:п/ k, 
х = yi'J + 2.л:т/k, х = -yi'J + 2.л;р/k (n, т, р = О, 1 ,  2 , ...  ) ,  т.е. на 
сторонах сетки, образованной равносторонними треугольниками со 
сторонами, равными 4.л:/(kv'З). 

Однако, как и для nрямоугольной сетки, эта система nрямых 
не является особой линией. Токами на трех сторонах равносто
роннего треугольника можно создать диаграмму, аnпроксимирую
щую любую функцию. Функция, играющая роль «Функции 
ортогонального дополнения» для nоля (6.20) ' содержит о-функции, 
т.е. имеет бесконечную норму. Поле (6.20) проnорционально сумме 
шести nлоских волн, nриходящих, соответственно, из наnравлений 
tp = О, tp = л:, tp = ±.л:/3, tp = ±4.л:/3. Легко nроверить, nользуясь 
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алгоритмом (6. 16 ) ,  что <<незоммерфельдовская» часть асимптотики 
поля l?(x,y) равна 

л F(rp) = d(rp) - d(rp - л) + d(rp - л/3) -
- d(rp - 4я/3) + o(rp + л/3) - o(rp + 4л/3). (6.21 )  

Для диаграммы /(rp), созда
,
нной шобыми токами иа сторонах этой 

сетки, и,  в частности, на сторо*ах равностороннего треугольника, 
дол�о выполняться уСJiовие (f,F) = О, т.е. 

/ (0) - / (я) + / (л/3) - / (4я/3) + ! (-я/�) - / (- 4я/3) = О. 
/ (6.22) 

Вероятно, и это равенство, как и (6. 1�� может быть получено 
непосредственно из элементарного свойства симмt;:рии диаграммы 
тока на отрезке прямой, а не из требования (f,F) = О. 

В форме, похож ей на (6.20) , записывается поле ;; (т), для 
которого на линиях той же сетки (и, в частности, на сторонах 
равностороннего треугоJIЬника) нормальная nроизводпая равна 
нулю. Это поле является решением задачи Неймана для 
треугольника. Для него тоже можно найти «функцию ортогональ
ного дополнения», имеющую примерно такой же вид, как и (6.22) . 
И диаграммы, созданные любыми магнитными токами на сторонах 
равностороннего треугольника, удовлетворяют уСJiовию типа (6.23) . 

Задачи ДириХJiе и Неймана решены для треугольников еще 
трех видов-с угЛами (90", 60°, 30°) , (90°, 45°, 45°) и ( 120°, 
30°, 30°) [22] . Решения имеют вид, подобный (6.20) . Для всех 
шести СJiучаев (граничные уСJiовия ДириХJiе или Неймана, три 
формы треуГОJIЬников) можно осуществить ту же программу, 
которую мы реализовали для решения (6.20) , и, что более всего 
интересно, ПОЛУ'I:IИТЬ УСJIОВИЯ типа (6.22) . л 

Ни один из этих треугольников не я:мя:ется: линией С или 
С (т) - так же, как равносторонний треугольник и пря:моугольник. 
Однако в гл. III, исСJiедуя ближние поля, мы естественно придем 
к расширению понятия особой линии. В этом расширенном смыСJiе 
все эти резонансные коитуры будут особыми. 

§ 7. Амплитудная неаппроксимируемость 

1. Запишем коммехсную функцию F(rp) в виде 
F(rp) = Ф(rр) ехр (-i 'P(rp)] , (7. 1 )  

где Ф(rр) - амПJiитуда, 'Р(Ф) - фаза функции F(rp); Ф(rр) 2:: О. 
Пусть в функции F(rp) задана только ее аммитуда, а фаза может 
быть выбрана произво.л.ьн.о. Вопрос о возможности в этом CJiyчae /'1. 
аппроксимировать функцию F(rp) токами на особой линии С мы 
назвали в § 3 проблемой амплитудной аппроксимируемости. Как 
мы убедимся, в этом вопросе основным является структура 
пространства функций ортогонального дополнения. 
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В этой связи надо сделать замечание, еще раз подчеркиваю
щее различие между аnпроксимируемостью диаграммы и ее 
реализуемостью. Реализуемость диаграммы: определяется ее ана
литическими свойствами; эти свойства можно сформулировать, 
например, как скорость убывания с ростом номера ее коэф
фициентов Фурье (см. (3. 1 2) ) .  Исходя из этих свойств, можно в 
прииципе восстановить фазу диаграммы по ее амплитудной 
диаграмме. Поэтому в проб.леме реализуемости не существует 
вопроса об амплитудной реализуемости. Напомним, что восста
новление фазы-процесс некорректИЬiй: малое изменение амплиту
ды может nривести к большому изменению фазы. 

В проблеме аппроксимнруемости ситуацИя иная. Аппрок-
. симируемы, вообще rоворя, любые диаграммы, даже с П-образной 
ампли-rудной диаграммой. Ограничение на аппроксимируемость 
полями токов, распределенных на особой линии (см. ниже (7 .3) ) ,  
носит «rрубы:Ь характер. Даже если задана очень гладкая 
амплитудная диаграмма (например, как ниже в (7. 1 7) ) ,  приписы
вание к ней фазы:, полученной из требования реализуемости, 
может привести к диаграмме, неаппроксимируемой данной особой 
линией, а выбор фазы по другому алгоритму .может привести к 
диаграмме хотя: и нереализуемой, но аппроксимируемой. 

Если существует только одна функция ортоrональиоrо допол-

:������и ;(�����и�:
м
с :Вл:С7с:,

т
�==��аз�':а':�:� вЪ:::�;:� 

условия: Ь = О, где Ь дано в (3. 17) .  Это условие при любой 
заданной амплитуде Ф(ор) может быть обеспечено выбором фазы 
'Р(ор). 

Например, выбрав некоторую фазу '110(.-р), можно найти число 
ор 0 из равенства 

'�'о f F(f!')p.(op) dop = 
о 

2Jt '  
f F(op)P.(rp) drp (7.2) 
'Ро 

а затем в интервале О < rp < rp 0 заменить '11 0(rp) на '11 0(.-р) - а, 

где а определено из условия, что -e-ia равно отношению 
интеграла, стоящего в левой части равенства (7 .2) , к интегралу 
в правой части. Такое число ор 0 всеrда есть при Ь ;t: О • Функция 
F(op) с такой разрывной фазой будет удовлетворять требованию л 
(7.2) , т.е. будет аппроксимируема JIИнией С. Разумеется, можно 
подобрать и такую фазу, чтобы она изменялась вблизи rp = ор 0 
не скачкообразно, а непрерывно. 

Если данной особой линии соответствует не одна, а несколько л 
функций F/rp), р = 1 ,  2, ... , Р, то ситуация усложняется, но не 
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принципиально. Для аппроксимации какой-либо функции F(rp) 
последняя должна удовлетворять условиям: 

2я л 
Ьр = fF(rp)�(rp) drp = О, р = 1 ,  2, . . .  , Р. 

о 
(7.3) 

Как и при Р = 1 ,  можно подобрать фазу 'll(rp) таким образом, 
что будет в.,.полняться условие (7.3) . При этом чем больше Р, 
тем более изрезанной становится фаза 'll(rp), а следовательно и 
функция F(rp). Ряд Фурье функции F(rp) будет ..убывать медленно, 
а это, как мы убедимся в § 14,_ рj)иводит к тому, что 
аппроксимация ее возможна только бо.Щ.JПИМИ токами. Однако 
формально неаппроксимируемости нет ....:::""при конечном Р любая 
функция F(rp) аппроксиъwруема. 

Если число функций F (rp), которым должна быть ортогональна р 
функция F(rp) при заданной ее амплитуде, бесконечно, то 
возможны два случая. Может оказаться, что и при этом некоторым 
выбором фазы 'll(rp) можно обеспечить аппроксимируемость 

л 
функции F(rp) диаграммами токов на особой линии С. Это 
означает, что имеет место амплитудная аппроксимируемость. Но 
возможна и амплитудная неаппроксимируемость, когда никаким 
выбором фазы 'll(rp) нельзя сделать аппроксимируемой функцию 
с амплитудой Ф(rр). Мы убедимся в том, что в зависимости от 
заданной функции Ф(rр) возможны оба случая. 

л 
Если линия С состоит из одной прямой, то ситуация 

элементарна. Все реализуемые диаграммы являются четными 
функциями угла rp, отсчитываемого от этой прямой. Все 
функции, нечетные относительно rp, являются функциями орто
гонального дополнения. Полная система линейно независимых л· . 
функций F (rp) может быть выбрана, например, в виде 
л р 
F (rp) = sin (prp)/Vii, р = 1 ,  2, . . . Тогда Ь - коэффициенты при р р 
синусах в ряде Фурье функции F(rp). Очевидно, что если Ф(rр) 
не есть четная функция, то никаким выбором фазы 'll(rp) нельзя 
сделать функцию F(rp) четной, т.е. будет иметь место амплитудная 
неаппроксимируем�ть. 

2. Для линии С, состоящей из двух прямых, пересекающихся 
под углом а, для которого а/:тr - рациональная дробь, вопрос 
об амплитудной аппроксимируемости более содержателен. Мы 
покажем, что. для такой особой линии амплитудная аппрокси
мируемость зависит от выполнения некоторого условия на 
функцию Ф(rр). л 

В этом параграфе мы расположим С несимметрично отно
сительно оси rp = О; прямые будут иметь уравнения rp = О и 
rp = а. Угол, �значенный в § 6 через 1/J, мы в этом параграфе 
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л 
обозначим через lf'· Полная система функций F/lf') будет иметь 

вид (6.7) 
л 
Filf') = sin (рп!f)/Гл, р = 1 ,  2, . . .  (7.4) 

Эта система (7.4) представляет собой счетное множество, как и л 
функции ортогонального дополнения F (lf') = sin (plf')l..rii для одной 

р 
nрямой lf' = О, но при n > 1 на любом конечном участке угловых 
частот функций (7.4) меньше (они расположены реже) . Поэтому 
условие на Ф(lf'), необходимое для амплитудной аппрок
симации, для двух пересекающихся прямых оказывается мягче, 
чем для одной прямой, и притом тем мягче, чем больше число 
n в (6.5) . 

Условие аппроксимируемости состоит в выполнении бесконеч
ной системы равенств 

Ъ: 

J F(!f')sin(prttp')dlf''  = О, р = 1 ,  2, . . . 
о 

(7.5) 

Покажем, что это условие эквивалентно векоторому функциональ
ному соотношению для F(!f'). УмноЖим (7.5) на sin(pn<p) и 
просуММируем по всем р. Переставив порядок суммирования и 
интегрирования, nолучим 

Ъ: 00 

f F(lf'') [ 2: sin(pn<p) sin(pn<p') ] d<p' = О. 
о р = 1 

Воспользуемся формулой 

00 

2: sin(pn<p) sin(prttp ') = 
р = 1 

n-1 

(7.6) 

= :n 2: [о(<р - <р1 
+ 2sa) - о(<р + <р' - 2sa)] ' (7.7) 

s : O  

где а и n связаны формулой (6.5) , -так что 2an пропорционально 
2:11:; предполагается, что о-функции будут действовать на 2:11;
периодические функции .  Эту формулу мы докажем в конце 
пункта. Подставляя <7.7) в (7.6) , получим: из (7.5) искомое 
функциональное соотношение 

n - 1  

2: [F(lf' - 2sa) - F(2sa - <р)] = О. (7.8) 
s = O  

Из (7.8) , в свою очередь, следует (7.5) .  Для доказательства 
достаточно умножить (7 .8) на sin(pn<p) и проинтегрировать по 
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V' от О до 21l. Учитывая вновь, что величина 2an про
nорциональна 2.1l и что и sin(Pnf{'), и F(f/') 2.1l-периоди
ческие функции, мы получим, что результат интеrри-

21! 
рования равен 2n J F(f!') sin(Pnf{')df!', т.е. nолучим условие (7.5) 

о 
для всех р. 

Легко и непосредственно показать, что для любой диаграммы 
/(tp), созданной токами на сторонах угла, условие (7.8) выполня
ется, т.е. что 

n - 1  / 
L �(V' - 2sa) - ! (2sa - f!')] = О. } >  /,(Д (7.9) 

s = O  

Формула (7.9) может рассматриваться как обобщение свойства 
симметрии диаграмм, создаваемых токами на прямой, и она может 
быть получена из этого свойства. Применим для этого прием, 
уже использованный нами при непосредственном выводе формулы 
(6. 18) .  Введем диаграммы /1(f!') и fifl'), созданные токами на 
прямых V' = О, я и tp = а, а +  я. Эти диаграммы симметричны, 
соответственно, относительно этих прямых, т.е. 

(7. 1 0) 

Подставим в (7. 10) вместо V' углы V' - 2sa, s = О, 1, ... , n - 1 , и 
сложим 2n получивmихся уравнения. Полученная сумма будет 
отличаться от левой части (7.9) для f(!f) = /1(!f) + filf) 
отсутствием слагаемото !2( -1{') и лишним слагаемым !2(2na - tp). 
Но так как аргументы в них отличаются на целое число 2Jr, то 
эти слагаемые совпадают, и мы действительно nолучим (7. 9) как 
следствие (7 .1 0) . 

· 
л 

Так как из (7.9) следУет (j,F � = О  для всех р (так же, как 
из (7 .8) следует (7 .5).) , то (7 .l 0) имеет тот же смысл, что и 
свойство диаграмм (j,FP) = О. 

Заметим, что так же, как. из (7.5) следует (7.6) , так же из 
(7.3) следует, что необходимым и достаточным условием апп
роксимируемости какой-либо функции F(f!') диаграммами токов на 
особой линии, которой соответствуют Р функций ортогонального 
дополнения, является удовлетворение функции F(!f) функциональ
ному тождеству 
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21r 
f F(!f')6'(!f, !f')d!f ' =: 0, 
о 

(7. 1 1 )  



где 
р л 

6(rp,rp') = � F (rp) Y(rp'). � р р p= l 
(7. 12) 

Только если Р = оо, то 6(rp,rp') имеет вид, аналогичный (7.7) , и 
тождество · (7 . 1 1 )  может принять форму связи между значениями 
F(rp) для нескольких rp, как в (7.8) . 

Докажем тождество (7.7) , справедливое в предположениях, 
сформулированных после (7.7) . Обе стороны - нечетвые пе
риодические функции от rp, их ряды Фурье не содержат косИнусов, 
и достаточно показать, что при разложении их в ряды Фурье 
коэффициенты при sin(lrp) (l = 1 ,  2, . . .  ) с обеих сторон совnадают. 
Коэффициент Фурье левой функции равен нулю, если l не имеет 
вида: l = pn (р = 1 ,  2, . . .  ) ,  и равен л sin(lrp'), если l может быть 
nредставлен в таком виде. Коэффициент nри sin(/rp) в ряде Фурье 

n - 1  
правой части (7�7) равен � }: sin [l (rp' - 2sa)} Если l = pn, то 

s = O  
величина 2sla пропорциональна 2л, и сумма равна л sin (lrp'), т.е. 
коэффициенты Фурье обеих сторон с такими номерами (/ = pn) 
равны. Если l � рп ни для какого р, т() sin(la) � О, и тогда эта 
сумма равна sin [lrp' - (п - 1) la ]  sin(nla)/ sin(la), согласно фор
муле для суммы синусов [20; 1 .341 . 1 ] . Так как при всех l 
sin(nla) =0, то и при l � pn коэффициенты Фурье обеих сторон 
тождества (7.7) совпадают. 

3. Условие аппроксимируемости функции F(rp) в форме (7.8) 
позволяет сформулировать условие амnлитудной аnпроксими
руемости, т.е. условие на функцию Ф(rр). Условие (7.8) 
означает, что 2n комплексных чисел F(rp - 2sa), F(2sa - rp), 
s = О, 1 ,  .. .  , n - 1 должны в сумме давать нуль для всех rp. 
Представим себе эти числа в виде векторов на комплексной 
плоскости. Длины всех этих векторов равны 2n неотрицательным 
числам: 

Ф(rр - 2sa), Ф(2sа - rp), s = О, 1, ... , n - 1 .  (7. 13а) 
Эти длины заданы, а углы, которые эти векторы составляют с 
какой-либо линией 'Р = О на комплексной плоскости, т.е. фазы 
величин F(rp - 2sa), F(2sa - rp) - произвольны. · Эти векторы 
можно располагать для каждого rp произвольным образом, но так 
чтобы из них можно было составить за.мхнутый .многоугольнUlс. 
Задача эта, разумеется, не однозначна, такой <<шарнирный» 
2п-угольник можно деформировать, так что значение фазы 'Р в 
(7. 1 )  от аргументов rp - 2sa, 2sa - rp можно выбирать многими 
способами. При этом очевидным образом формулируется условие, 
необходимое и достаточное, для того чтобы из 2n векторов можно 
было составить замкнутую фигуру. Для этого, т.е. для амплитуд
ной аппроксимируемости, функция Ф(rр) должна обладать следу-
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ющим свойством: для всех <р наибольшее из чисел (7. 13а) должно 
быть не больше суммы остальных 2n - 1 чисел. 

4. Прежде чем привести примеры функции Ф(sо), для которой 
замкнутый 2п-уrольник построить можно (амплитудная аппрок
симируемостъ) , и функции, для которой этоrо сделать нельзя 
(амплитудная неаппроксимируемость) , оценим качественно вероят
ность каждоrо из этих случаев. Разумеется, это весьма условная 
оценка, зависящая от выбранной вероятностной модели. Един
ственный общий вывод, который из нее можно сделать, состоит 
в том, что, как и следовало ожидать,. амnлитудная апп
роксимируемость тем более вероятна,1 -:Чем больше n в (6.5) , и 
что эта вероятность очень быстро 9I'Jiближается к единице с 
ростом n. 

Предлагается следующая .модель: заданы 2n неотрицательных 
числа. Отношение 2n - l этих чисел к наибольшему из них 
обозначим через х. (i = l ,  2 ,  ... , Н; Н =  2n - 1 ) ;  по определению, 1 
для всех i О s х. s 1 .  Предположим, что х. - случайные числа, 1 1 
с равномерной плотностью распределения вероятности на интер
вале от ну ля до единицы. Мы ищем вероятность не равенства N 
2:Xi s 1 (вероятность амплитудной неаппроксимируемости) . 
i = 1 

Представим себе Н-мерный куб со стороной, равной единице, 
т.е. с единичным объемом. Вероятность эroro неравенства равна 
объему «пирамидЫ» 

(7. 14) 

где Н-кратный интеграл взят от х1 = О, х2 = 0, ... , xN = О  до 
N-мерной плоскости х1 + х2 + . . .  + xN = 1 .  Интеграл (7. 1 4) можно 
записать в виде 

1 
V N = J dxN J . . . J dx1 . . . dxN - l ' 

о 
(7.15) 

где внутре.ю:шй интеграл взят от х1 = О, х2 = 0, . . .  , xN = О до 
(Н - 1)-мерной плоскости х1 + .. . + xN 1 = 1 - xN. Введем во 
внутреннем интеграле nеременвые yi = х/ ( 1  - xN). Тогда 
dx1 • • •  dxN _ 1 =(1  - xN)N - 1 dy1 . . .  dyN 1 ; верхний предел в нем 
есть Н - 1-мерная плоскость у1 + . . . + yN _ 1 = 1 .  Согласно (7. 14) 
внутренний интеграл в (7. 15) есть (1 - xN)

N
VN - 1• Подставляя 

эrо в (7. 15) и вычисляя интеграл по xN' получим 
VN = VN _ 1/Н. Следовательно, VN = С/Н ! (С не зависит от N) ,  

42 



а так как V1 = 1 (всякое положительное число не больше самого 
себя) , то VN = 1 /N ! 

Таким образом, в этой модели вероятность амплитудной 
аппроксимируемости, т.е. вероятность того, что наибольшее из 2n 
неотрицательных чисел не больше суммы остальных, равна 

1 1 - (2n - 1) ! '  (7. 1 6) 

Для n = 2 она равна 0,83, для n = 3 соответственно 0,92. При 
большИх n различие между · углами а типа (6.5) и углами, для 
которых а/л иррационально, для nроблемы амплитудной апп
роксимируемости стирается даже быстрее, чем для проблемы 
аппроксимируемости. 

5. Приведем пример и�пользования условия, сформулирован
ного в конце п. 3. Пусть С состоит из двух взаимноперпендику
лярных прямых, т.е. а =  л/2, n = 2. Амплитудную диаграмму 
зададим в виде функции 

Ф(tр) = ехр [-А sin2 f -2
л14] . (7. 17) 

Это -- колоколоподобная кривая с максимумом в направлении 
tp = л/4, т.е. биссек1;рисы угла между nрямыми, на которых 
распределены токи. Функция (7 . 17) пронормирована на единицу 
в максимуме (Ф(л/4) = 1 ) .  Чем больше параметр А, тем уже 
диаграмма. Ее полуширина, т.е. величина d, определяемая 
условием Ф2(л/4 ::!: d) = 1 /2 , связана с А очевидной формулой: 
sin2 d/2 = 0,346/ А. 

При n = 2 в ряде (7. 13а) участвуют четыре функцию 
Ф(tр), Ф(-tр), Ф(л - tp), Ф(tр - л). (7. 18) 

В терминах «Зеркальных отражений», т.е. nри использовании 
соображений, основанных на формуле (7. 10) , вторая и третья 
величины в этом ряду. описывают однократные отражения, 
последняя--двукратное отражение в прямых f = О  и tp = л/2. 

При tp = л/4 наибольшее значение имеет первая функция в 
(7. 1 8) .  Она убывает nри уходе tp от этого значения; три 
остальных при этом возрастают. Поэтому для амплитудной 
аппроксимируемости необходимо и достаточно, чтобы сумма 
Ф(-л/4) + Ф(Зл/4) + Ф(-Зл/4) была больше единицы. Например, 
при А = 1 (d = 72°) эти три числа равны 0,60; 0,60; 0,37, и их 
сумма больше единицы. Диаграмму с такой большой шириной 
можно аппроксимировать токами на этой особой линии. При 
А = 2 (d = 49°) сумма этих трех чисел равна 0,87; такую 
диаграмму аппроксимировать нельзя. 

Критическое значение А = А0 оnределяется условием, что в 
той точке (tp = л/4), где первая функция в (7. 18) максимальна, 
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(равна единице) , а сумма остальных минимальна-эта сумма равна 
nервой функции, т.е. 

2ехр (-А/2) + ехр (-А0) = 1 .  (7. 1 9) 

Решением этоrо уравнения является А0 = 1 ,76, что соответствует 

nолуширине о 0 = 53°. Более узкие амплитудные диаграммы вида 

(7. 17) неаnnроксимируемы, более широкие - аппроксимируемы 
токами на двух nерnендикулярных прямых. 

Аналоmчные результаты nолучаются, длs1 П-образной диаграм
мы, тоже ориентированной в направл�ии !f' = л;/4: 

.1 '  
1 .0: ' 

Ф(!f') = 1 при 1 !f' - л:/4 1 < oj2, :,:.L; 

Ф(!f') = О  nри 1 !f' - л:/4 1 > 0/2. (7.20) 

Если ее nолуширина о настолько мала, что nри !f' = -л:/4 и 
!f' = Зл:/4 диаграмма равна нулю, то в ряде (7. 1 8) при !f' = л:/4 
отличен от нуля только- nервый член, и,  следовательно, диаграмма 
неаппроксимируема; Если же о >  л:/2, то два nоследних члена 
ряда (7. 18 )  отличны ОТ нуля (равны единице) При всех тех !f'· 
при которых отличен от нуля первый член, и аnпроксимация 
возможна. В рассматриваемой nроблеме амnлитудной аппрок
симации аналоmя между диаграммами (7 . 1 7) и (7 .20) не 
нарушается тем обстоятельством, что первая из них nри 
соответствующем выборе фазы реализуема, а вторая - нереализу
ема при любой фазе. 

6. Проблема амnлитудной аппроксимируемости может быть 
поставлена более общим образом. Пусть аnпроксимируемость 
ди�граммы F(!f') (см. (7. 1 ) )  надо обесnечить совместным действием 
токов на особой линии и токов еще н.екоторого источн.ика, 
который в отсутствии друmх токов создает диаграмму F0(!f'). При 

этом условия, налагаемые на Ф(!f'), при которых аппроксимация 
возможна, оказываются, вообще rоворя, более мягкими, чем nри 
F0(!f') = О. 

Аппроксимировать токами на особой линии надо функцию 
F(!f') - F0(!f') и для этоrо необходимо и достаточно, чтобы 

выnолнялось тождество (7 .8) , в котором вместо F(!f') стоит 
F(!f') - F0(!f'), т.е. тождество 

n - 1 

L [F(!f' - 2sa) - F(2sa - !f')J + G0(!f') = О, <7.2 1 )  
s = O  
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где через G0(rp) обозначена заданная (вместе с F0(rp)) функция 

n - 1 
G0(rp) = -L [F0(rp - 2sa) - F0(2sa - rp)J . 

s = O  

(7.22) 

Повторяя соображения п.З, можно утверждать, что (7.21 )  
выполнимо выбором фазы в (7 . 1 )  тогда и только тогда, когда 
2n + 1 неотрицательные числа 

Ф(rр - 2sa), Ф (2sa - rp) (s= О, 1 ,  ... , n - 1 ) ,  1 G0(rp) 1 (7. 13б) 

обладают свойством, сформулированным в конце п. 3 относительно 
2n чисел ряда (7. 13а) , т.е. относительно первых 2n чисел ряда 
(7.1 3б) . 

При этом возникает дополнительное требование - сумма 
первых 2n членов ряда (7.13б) при всех rp должна быть больше 
1 G0(rp) 1 .  Если норма Ф(rр) была задана, а упомянутое условие не 
выполнено, то диаграмма с амплитудой Ф(rр) не аппроксимируема. 
Это просто означает, что на фоне очень большой <<засветки» 
нельзя создать требуемую диаграмму. Заметим, что масштабом 
этой «засветки» является величина функции G0(rp), а не функции 
F0(rp) 

-
поле дополнительного источника с учетом «переотра

жений» (фиктивных - никаких зеркал нет) в линиях rp = О и 
rp = а. 

Если норма функции F(rp), которую надо аппроксимировать, 
не задана, то это дополнительное требование всегда можно 
выполнить, сделав ее настолько большой, чтобы разность между 
суммой первых 2n членов ряда (7. 13б) и последним членом ряда 
была при всех rp неотрицательна. Имея в виду нижеследующее 
замечание, надо эту норму сделать такой, чтобы минимум (по 
всему rp) этой разности был равен нулю. При таком выборе нормы · 
F(rp) основное требование на Ф(rр) будет наиболее мягким. Это 
основное требование состоит в том, что сумма 2n - 1 членов ряда 
(7. 1 3б) , кроме наибольшего из первых 2n членов, должна быть · 
больше модуля разности между этим наибольшим членом и 
1 G0(rp) 1 .  Это требование менее жесткое, чем сформулиiюванное в 
п. 3 требование на Ф(rр) ':!РИ G0(rp) = О. 

7. Пусть теперь сформулированное в п. 3 условие апп
роксимируемости диаграммы (7 . 1 )  при заданной амплитуде Ф(rр) 
и свободной фазе не выполняется. Решим задачу об определении 
той аппроксимируемой функции F(rp), которая менее всего 
отличается (в среднеквадратичной норме (3.21б) ) от диаграммы 
с заданной амплитудой, и найдем это отличие. Эта задача 
относится к. проблеме оптимального токового синтеза, которую мы 
будем рассматривать в §13 и §15. Однако для особой линии, 
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л 
которой соответствует много функций Firp), ее целесообразно 
рассмотреть здесь. 

Расстояние между F(rp) и F(rp), которое мы должны ми-
нимизировать, выбирая и функцию F(rp), и фазу функции F(rp), 
равно 

(7.23) 

- ./' 

Норма функции F(rp) не задана. J Разложим F(rp) и F(rp) в 
ряды Фурье. В ряде Фурье функци��'F(rр) отсутствуют члены 
sin(pnrp) (р= 1 ,  2 ,  . . .  ) .  Остальные коэффициенты этого ряда надо 
(для минимизации (7 .23) ) выбрать равными соответствующим 
коэффициентам в ряде Фурье функции F(rp). После этого под 
интегралом в (7.23) останется квадрат модуля того отрезка ряда 
Фурье функции F(rp), который содержит только эти слагаемые. 
Этот отрезок равен левой части равенства (7.6) , т.е. равен 21r 

I F(rp')IJ'(rp,rp ')drp ' ,  
о 

где IJ'(rp,rp') есть, с точностью до 1 /л, внутренняя сумма в (7.6) 
(ер. <7. 1 2) ) .  Таким образом, выбором F(rp) при данной функции 
F(rp) можно уменьшить (7.23) до величины j 21r 21r 2 !1/2 !!.. = { 1 { F(rp') IJ'(rp,rp')drp' 1 drp . 

Согласно (7. 1 2) и (7.7) , квадрат этой величины равен !!..2 = � J 1 ni 1 [F(rp - 2sa) - F(2sa - rp)] 1 2 drp. 
4п о s = о  

(7 .24) 

(7.25) 

Его надо минимизировать выбором фазы ЧJ(rp). Согласно условию, 
сформулированному в начале этоrо пункта, функция Ф(rр) такова, 
что подынтегральное выражение (7 .25) нельзя выбором фазы 
'l'(rp) сделать равным нулю при всех rp. 

Под знаком модуля в (7.25) стоит сумма 2n комплексных 
чисел с модулями (7.13а) , и в пекотором интервале углов 
наибольший из этих модулей больше суммы всех остальных. 
Выбором фаз всех слагаемых модуль суммы будет минимизирован, 
если в этом интервале все слагаемые будут сделаны синфазными 
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(с точностью до л:) и под интегралом будет стоять разность между 
наибольшим числом ряда (7. 13а) и суммой остальных. Ломанная 
2п-звеньевая линия в комплексной плоскости, образованная 2n 
векторами, участвующими в (7 .25) (незамкнутая линия) должна 
быть сплющена в прямую. 

Найдем минимальное значение !:!.. для примера п. 5. Особая 
линия состоит из двух перпендикулярных прямых (n = 2) . 
Амплитудная диаграмма имеет тот же вид, что и в (7 . 17) ,  но 
мы пронормируем ее на единицу по норме, ибо по норме 
пронормирована невязка (7 .23) . Возникающий нормировочный 
коэффициент приведен ниже в ( 15.28) (см. табличный интеграл 
[20; 8.432.2] ) .  Полуширина диаграммы d меньше критического 
значения d0 = 53° (см. (7. 19)) , так что А >  А0 = 1 ,76. 

Минимальное значение 112, которое достигается при описанном 
выше выборе фазы, равно сумме интегралов, взятых по участкам, 
где подынтегральное выражение в (7 .25) не может обратиться в 
нуль. Таких участков - четыре, около направлений rp = ±л:/4, 
rp = ±Зл:/4. Все четыре интеграла равны между собой. Первый из 
них есть 

(7.26) 

где интеграция производится по области, в которой выражение 
в скобках положительно. Это выражение равно, с точностью до 
множителя, 4 {sь [� cos(rp - �)] - сь [� siп(rp - �)] } · Если по
луширина диаграммы d равна d0, то интервал интегрирования 
в (7.26) равен нулю, амплитудная аппроксимация возможна. При 
d -+  О (очень узкая диаграмма) интеграл в (7.26) берется по всему 
квадранту (от rp = О  до rp = л:/2) . 

Таким образом, получаем искомое выражение 

2 1 у [  (А ) (А .  ) ] 2 
!:!.. = лlо(А) { sh 2 cos y  - ch 2 sш у dy, 

где у - корень подынтегрального выражения, а 
дифицированная функция Бесселя. 

(7.27) 

1 - мо-0 

На рис. 7.1 сплошной кривой представлена величина квадрата 
минимальной невязки 112 в функции отношения полуширины о 
амплитудной диаграммы к критической полуширине о 0• Если о 
лишь немного меньше d0, то практически диаграмму апп-
роксимировать можно, так как 1:!..

2 хотя и не равно нулю, но 
очень мало по сравнению с нормой Ф(rр), равной единице. Условие 
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15 > <50 не является порого
вым, во всяком случае для 
колоколообразной диаграм
мы Ф(�). 

Аналогичный результат 
получается и для П-образ
ной диаграммы, тоже 
нормированной условием 
единичной нормы. Для нее 
тоже 1:12 равно сумме 
четырех · интегралов, взя-

тых около биссектрис � = ±:те/ 4 и � = /�З:тс/ 4. При полуширине 
2 / �  15 > <50 (<50 = 90°) 1:1 = О. С уменьшениежi<5 от 90° до 45° область 

интегрирования в каждом из этих четырех интегралов растет по 
закону (:те - 2!5) .  При 15 < 45° область интегрирования равна 2о. 
Для 1:12 получаем 

1:12 = О  при о > о0, 

A2 = i (�o - 1) при 
о
2
о < о < оо, 

1 1:1 = 4 при о < оо/2. 
(7.28) 

Соответствующий график изображен на рис. 7 .1 штриховой 
линией. Для более крутой, по сравнению с (7 . 1 7) , П-образной 
диаграммы ее сужение далее критического значения о =  о0 
вызывает более сильный рост минимальной невязки. 

§ 8. Об определении формы рассеивающего 
тела по диаграмме рассеяния 

l. Если заданы и диаграмма рассеяния каким-либо телом, и 
поле, освещающее тело, то, как известно, при некоторых 
дополнительных условиях можно найти форму поверхности этого 
тела. Свойства особых линий позволяют в некоторых случаях 
высказать соображения о форме рассеивающего тела, почти ничего 
не зная об освещающем его поле (см., впрочем, замечание в 
последнем пункте) . Эти соображения носят нестандартный харак
тер типа «Тело похоже на . . .  » и <<Тело не похоже на . . .  » и 
являются иногда только вероятными. Достоверность их возрастает, 
если известно несколько диаграмм рассеяния одного и того же 
тела в различных его положениях, nри различных освещениях и 
на различных частотах. 
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Нам понадобятся только следующие свойства особых контуров л л 
С (см. § 5) - любой распределенный на С ток создает 
диаграммы, для которых 

л 
I :  (/,F )  = 0, 

л л 
(8. 1) 

где F(l/') - функция, связанная с контуром С. Она удовлетворяет 
условию (фактически эквивалентному условию (5.17) )  

"' л 
F•(l/') = F(ip + я), 

или, что тождественно, ее ряд Фурье имеет вид 

F •(1/')= _L [ c�)in cos(nl/') + c<:>z.nsin(nl/')] 

(8.2) 

(8.3) 

(мы добавили синусные слагаемые к ряду (5.9) и упростили 
нормировку no сравнению с нормировкой (5.9) ) с вещественными 
коэффициентами с<с>, c(s). Контур С есть нулевая линия 
вещественного поля 

n n 

;; (r, tp) = 2: [с�)соs(що) + с�) s!n(nip)]Jn(kr). (8.4) 

Из соображений непрерывности следует, что если контур лС не 
есть особая линия, но вблизи нее есть особая линия С, то 
nроизведение диаграммы, созданной любым током на С, на л л 
функцию F(ip), соответствующую контуру С, будет мало по 
сравнению с единицей 

1 / 1 « 1 . (8.5) 
л 

При этом предположено, что /(1/') и F(l/') nронормированы 
условиями л л 

(/, /) = 1 ;  (F,F) = 1 .  (8.6а, 6) 
Если для какой-либо диагQаммы рассеяния не выполняется условие "' 
(8.5) с данной функцией F(ip), то линия, на которой расположены 
токи (т.е. поверхность тела) не близка к особой линии, которой л 
соответствует эта функция F(l/' ). 

2. Именно это последнее соображение испольЗуется в nостро
ениях этого пункта. Пусть мы хотим проверить гипотезу: «Контур 
тела близок к данной особой линии». Предполаrается nри этом, 
что контур С может быть как угодно расположен И повернут. л 
Линии С nри пекотором ее положении соответствует функция л л 
F(tp ). При nовороте линии С на какой-либо угол у этой повернутой л 
линии будет соответствовать функция F(l/' - у), а при смещении 
на расстояние Ь в направлении, определяемом углом о - функция 
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л 
F(f{J - у) exp[ikb cos(lf - д)] . Составим функцию трех переменных 
у, ь, д: 

2.7t 
J. "' * 1 / 1  = f(lf)F (lf - r) exp [-ikb cos(lf - д)] dlf, 
о 

(8.7) 

и найдем ее минимум по всем трем переменным. Если это.z 
минимум не удовлетворяет условию (8.5) , то С не близко к С 
ни при . каком своем положенИи. Это утверждение не является 
вероятностным. Однако если минимум функции 1/1  (8.7) мал, то 
можно только прийти к заключению,.- что контур С при 

l ,  л 
определенном его положении может .быть близок к С. Этот 
результат приобретет более информатИif�ю форму, если измерено 
несколько диаграмм рассеяния одного и того же тела, соответст
вующих различным освещениям, или различным положениям тела 
относительно освещающего поля, и для всех этих диаграмм 
минимум интеграла 1 будет мал. Если хотя бы для л одной из них 
этот минимум не мал, то контур С не близок к С. 

Напомним, что свойство (8.1 ) ,  на котором только и основаны 
nриведеиные в этом пункте соображения, справедливо и тогда, л 
когда С есть незамкнутая линия. Контур тела можно расс
матривать как незамкнутую ли�ию, если это тело являе�я тонким 
экраном. Например, если С эллипс (тогда F(f{J) есть 
азимутальная функция Матье) , то 1 мало не только для л 
диаграмм, рассеяных цилиндром с направляющей, близкой к С, 
но и для диаграммы, рассеянной экраном в форме любой части 
такого цилиндра. л 

Хотя из (8. 1 )  не следует неаппроксимируемость, если F(lf) 
имеет бесконечную норму, но все построения · этого пункта 
сохранятся, если заменить (8. 1 )  на тождества типа (6.1 8) или 
(6.22) . 

Замкнутый контур может быть особым, тоЛько если он 
резонансный, т.е. если на данной частоте имеет решение 
внутренняя задача Дирихле. Обратное, вообще говоря, неспра
ведливо - не всякий резонансный контур является особым (см. 
ниже § 14>.  Однако для гладких линий типа эллипса эти два 
свойства - быть резонансным контуром и быть особой линией
обычно совпадают. Поэтому для проверки гипотезы, что С близко 
к данному особому контуру или его части, следует измерять 
диаграмму рассеяния: на резонансных частотах этого контура. 

Если тело освещается немонохрОматическим сигналом, то 
диаграмма рассеяния является функцией не только угла, но и 
времени, f = f (f{J,t). Ее ареобразование Фурье по времени 
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содержит, в принципе, всю информацию, которую содержат 
диаграммы рассеяния при освещении монохроматическими полями 
во всей полосе частот, в которой f(lfJ,k) не мало. Обозначим л 
резонансную частоту контура С через k0. Тогда 

2Jt 
I(k0) = J F(lfJ) f(lfJ,k0)dlfJ 

о 
л 

(8.9) 

позволяет судить о близости С к контуру рассеивающего тела. 
При этом не надо знать не только структуру поля, освещающего 
тело, но и его временную зависимость. Надо лишь, чтобы в этом 
поле была достаточно эффективно представлена частота k0• 
Разумеется, интеграл (8.9) тоже надо вычислять для произвольного л 
положения и поворота контура С и затем минимизировать его. 

3. Второй метод использования информации, содержащейся в 
измеренной диwрамме f (lfJ), состоит в том, чтобы найти такой 
особый контур С, который (в противоположность предыдущему) 
безусловно не был бы близок к контуру С рассеивающего тела. 
Для этого надо найти такую функцию, принадлежащую к классу л 
функций F(lfJ), т.е. удовлетворяющую условию (8.2) , произведение 
которой на f (lfJh. не мало. Тогда особый контур, соответствующий 
этой функции F(lfJ), не может быть близок к контуру рассеива
ющего тела. Для любой f (lfJ) такой контур существует, и его 
легко найти. 

Если сама измеRенная диаграмма удовлетворяет условию (8.2) , 

то ответ очевиден: F(lfJ) = f (lfJ ). Тогда значение 1 1 _!-. равно единице, 
так что С не близко к соответствующему контуру С. Если функция 
f (lfJ) не обладает свойством (8.2) , то нужно найти такую функцию л 
F(I(J), чтобы модуль ее произведения на f (lfJ) был бы максимален. 
Как мы увидим, этот максимум всегда не мал, и утверждение л л л 
<<С не похож на С» (где С построено по этой функции F(lfJ)) , 
справедливо. л 

Решение элементарной задачи определения функции F(lfJ) , 
максимизирующей 1 1 1 , и нахождение ЭJ:_ОГО максимума основыва-
ется на том, что ряд Фурье для F(lfJ) имеет вид (8.4) с 
вещественными коэффициентами С . Разложим измеренную диаг-п 
рамму f (lfJ) в ряд Фурье: 

f (lfJ) = }2 [ d�c) cos(nlfJ)+ d�) sin(nlfJ) J .  
л 

Произведение (j,F) можно представить в форме 
л 

(8. 1 0) 

(8. 1 1 )  

51 



где F, !1 и !2 - три вещественные функции: 

F = 2: Сп cos(mp), 

/1 == 2: Re ( d� in)cos( ntp), 

/2 = 2: Im (dn i
n)cos(ntp) , 

(8. 1 2а,б) 

для сокращения заnиси синусные слагаемые в рядах (8.5) и (8. 1 0) 
отброmеНЪI. В (8 . 12) числа d известНЪI, С - искомые. Квадрат n .· 11 
моду ля nроизведения 1 /  12 равен /� 

л 2 - - 2 - - 2 �:1· 1 (/,F) 1 = (/l 'F ) + (/2,F ) . (8. 1 3) 
л 

Норli;Цiровка (8.66) для F(rp) дает такую же по форме нормировку 
для F(tp): 

(F,F) = l ,  (8. 1 4) 

а нормировка (8.6а) для 1 (rp) дает для функций /1 (tp) и /2 (tp): 
(8. 15) 

Таким обраэ�м задача состоит в том, чтобы найти веществен
ную функцию. F(tp) , максимизирующую функциQнал (8. 1 3) nри 
условии (8. 1 4) .  Две вещественные функции !1 (rp) , J2(tp), найденные 

из измеренной функции / (<р) по формулам (8. 1 26) , связаны между 
собой соотношением (8. 15) . Максимум функционала не мал по 
сравнению с единицей, так что из любой измеренной диаграммы 
можно извлечь некоторую информацию. Для этого .:!адо вычислить 
вещественные коэффициенты Фурье С функции F(tp), построить 

л n 
по ним поле u(r,tp) (см. (8.4) ) и найти его нулевые линии. Контур 
тела, рассеявшего nадающее поле и создавшего диаграмму f (<р) , 
не близок к этим линиям. 

Простое и наглядное решение этой задачи можно nолучить, 
рассматривая две заданные и искомую вещественные функции 
- - -
!1 (tp), !2 (tp) и F(rp) как векторы в трехмерном nространстве. 

Максимизируется сумма квадратов 2_1роекций заданных векторов 
на наnравление искомого вектора F. Очевидно, что он должен 
лежать в nлоскости, заданной векторами /1 J2• Обозначим длины 

этих векторов через а и Ь, угол между ними через f.l 

(8. 1 6) 

Эти три числа считаются заданными из измерений. Искомый 
вектор образует с вектором длины а угол v, который надо выбрать 
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таким образом, чтобы максимизировать упомянутый функционал. 
Угол между этим вектором и вектором длины Ь равен J.t - v. 
Сумма квадратов двух проекций равна 

. 1 / 1 2  = а2 cos2v + Ь2 cos2 (J.t - v) . (8. 1 7) 

Преобра$уя и учитывая, 
ЧТО а2 + ь2 = 1 '  получим 

1 л 2  = � + � V (а2 - Ь2)2 + 4а2Ь2 cos2�t cos(2 v - r), 

<8. 18а,б> 

Следовательно, искомое значение v равно r/2, где т дано в (8. 186) , 
а максимальное значение 

(8 . 1 9) 

Так как 1 I 1 2  2: 1 /2, то вещественный единичный вектор F, л 
образующий с вектором /1 угол т/2, порождает функцию F(tp) и, 

л 
тем самым, линию С, к которой не близок искомый контур. 

Можно, разумеется, получить этот результат, и не пользуясь 
аналогией со свойствами треугольниkов на плоскости, а применяя 
стандартный аппарат определения условного экстремума с по-

мощью множителя Лагранжа. Искомая фунkция F((p) является 

линейной комбинацией функций f1(!f') и fi!f'): - -
F(tp) = x/1 (!f') + yf2(tp), (8.20) 

где х и у - переменные, выбором которых надо максимизироватъ 

функционал (8. 1 3) ,  т.е. билинейную форму 1 /  1 2  от х и у. Эти 
переменвые связаны условием нормировки (8. 14) - условием 

равенства единице другого билинейнаго функцианала N2• Фор

мируем функционал fl! = 1 1  1 2 - ЛN2, где Л - множитель Лаг

ранжа. Так как и функционал 1 I 1 2, и условие связи -
квадратичны по переменным, то искомое экстремальное значение 
равно этому :множителю. Он находится из условия существования 
нетривиального решения двух линейных относительно х и у 
однородных уравнений, которые получаются приравниванием нулю 
пронаводных от fl! по х и у. Это условие имеет форму квадратного 
уравнения относительно Л, 66льшим корнем которого и является 
выражение (8.1 9) .  Из упомянутых уравнений для х и у находится 

и их отношение, а тем самым - и F(tp) (см. (8.20) ) .  
·4. В этом пункте будет описан алгоритм nостроения контура, 

близкого к контуру рассеивающего тела. Этот алгоритм решает 
задачу, в пекотором отношении nротивоположную той, которая 
рассматривалась в предыдущем пункте. 
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л 
Надо найти функцию F(rp), nредставимую в форме (8.3) с 

вещественными коэффициентами С (мы вновь ограничились n 
четными функциями, с"_ = с�с) в формуле (8.3) ) ,  такую, что для 
всех измеренных диаграмм /m('P) (т = 1 ,  2, . . .  , N) выполняются 
условия л 

Irn Е (frn,F) = О. (8.21 )  
Рассеиватель неnодвижен, различные диаграммы соответствуют 
различным его освещения:м. / • 

Предnоложим вначале, что имеетсw�бесконечный набор изме
ренных диаграмм f (rp) (N = оо) . Ву� минимизировать функт 
ционал 

(8.22) 
т 

Здесь р > О - весовые коэффициенты, с nомощью кторых можно т 
регулировать вклад в функционал слагаемых от различных 
измерений; например, р rn можно выбирать обратно пропорциональ-
но энерmи падающего nоля. Если на пекоторой частоте k �нимум 
функцианала окажется достаточно малым, а функция F(rp), на 
которой этот минимум · достигается, достаточно гладкой, � k 
близко к k0, а контур, соответствующий этой функции F(rp), 
близок к контуру рассеивателя; здесь k0 - резонансная частота. 

Применим к этому функционалу метод Лаrранжа и сведем 
задачу к минимизации функционала: 

"" л '" л 2 л л  !Z(F) = .LI pт l (frn,F) 1 - Л(F,F). (8.23) 
rn 

Подставляя в него выражение (8.3) и приравнивая нулю 
провзводные д!i? 1 дС , nолучим бесконечную систему однородных rn . 
линейных алгебраических уравнений, которые удобнее записы
вать не относительно Сn' а относительно коэффициентов 
с v 'l + о  : n Оп 

где 
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а = :л:in - q V 1 + о0 V 1 + о0 '" d d* Р . nq n q .LI rnn mq т 
т 

(8.24) 

(8.25) 



Все собственные значения Л этой системы, разумеется, вещест-
• венны, так как а114 = aqn' Они неотрицательны, так как совпадают 

со значениями функцианала (8.23) на соответствующих «собст-л 
венных векторах» - функциях F(rp). На частоте k0 одно 
собственное значt;ние будет равно нулю - ему и соответствует л 
функция F(rp), удовлетворяющая всем условиям (8.21 ) ,  по которой 
можно построить искомый контур. Если частота не совпадает с 
k0, то нулевых собственных значений не будет. На частотах, 
близких , к k0, интересующее нас собственное значение будет 
малым. Его надо выделить из множества сгущающихся около ну ля л 
собственных значений, соответствующих функциям F(rp), сильно 

л 
изрезанным, используя требование, чтобы функц�я F(rp) была 
«ГЛадкОЙ». 

При этом существенно, что фактически число измеренных 
функций невелико. В трех nредыдущих формулах суммирование 
по индексу т производится до т =  N. Система уравнений (8.24) 
остается при этом бесконечной, однако теперь она может иметь 
не больше, чем N отличных от нуля собственных значений. л 
Функцию F(rp) следует искать в N-мерном функциональном 
nространстве,  например, в виде ряда (8.3) из N слагаемых. Тем 
самым мы соответственно ограничиваем класс контуров, среди 
которых ищется контур С. Чем больше измерено диаграмм, тем, 
вообще говоря, более сложную форму (и с большей точностью) 
можно определить. Очевидно, что если заранее и�естно, что 
Искомый контур С не очень сложен, то в функции F(rp) должны 
nреобладать первые компоненты. 

Минимальное собственное значение �онечной системы (8.24) 
может оказаться отличным от нуля на резонансной частоте k0 и 
в нуль обратится при частоте, близкой к k0. Если имеется 
возможность получить не менее шести - восьми диаграмм 
f m(rp) в диапазоне частот, содержащем частоту k0, то для 
упрощения процедуры поиска этой частоты (если она не была 
известна) и повышения эффективности метода удобно разделить 
имеющиеся при каждом значении k функции f m(rp) на две 
отдельные группы и искать контур С независимо для каждой 
груППЬl. На nравильной частоте оба контура совместятся - · это 
nозволит найти и резонансную частоту, и сам контур. 

На рис. 8 . 1  приведены результаты применения этого алгоритма 
к модельным. npuмeptl.llt: эллипс (а) , овал (б) и nрямоугольник 
(в) . В этих примерах сначала на границе тела известной формы 
задавались различные распределения тока, по которым по формуле 
( 1 . 1 )  (см. также ниже формулу ( 14.2)) nри нескольких значениях 
частоты вычислялись диаграммы, создаваемые этими токами. Эти 
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Рис. 8. 1 
диаграммы разделялись на две группы, каждая из которых 
обрабатывалась no . описанному выше алгоритму. Только nри 
частоте, близкой к k0, обработка ' каждой группы диаграмм 

приводит к двум, хотя и близким, но все же различным контурам. 
При k = k0 эти контуры совмещаются с графической точностью. 

По аналоmчной схеме можно анализировать диаграммы, 
получающиеся при рассе51нии телом, движущимся nараллельно 
самому себе. В функционал (8.22) следует вместо f m(rp) подстав-
лять /m exp [ikbmcos rp) ,  где bm - координата, которую име,ла 

какая-либо фиксированная точка тела при создании диаграммы 
f m(rp), и минимиз:ировать функц:ионал, варьируя не только числа 

сп' но и числа ьт. 
Процесс минимизации можно производить ятерационным 

методом, варьируя последовательно Сn при фиксированных Ь т' а 

затем варьируя Ь при фиксированных С • Так как функционал т · n 
ограничен снизу и на каждом этапе он не возрастает, то процесс 
сходится. Если тело может также поворачиваться, то минимизацию. 
надо производить уже по трем совокупностям: nеременных-по 

· Сп, bm, Ym (ер. (8.7) ) .  
Как м:ы уже отмечали, при замене какого-либо контура его 

дугой диаграмма рассеяния будет удовлетворять тому же услQвию 
ортогональности (8. 1) , что и диаграмма рассеяния всего контура. 
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Это будет иметь место на частоте, резонансной для всего :контура. 
Из этого, в частности, следует, что найдя по изложенному выше 
сnособу форму замкнутого :контура, мы не сможем оnределить, 
nроисходит ли рассеяние на теле с этим :контуром или на 
незам:кнутом экране, совnадающем с частью nоверхности этого 
тела. Для решения этого вопроса nонадобятся еще дополнительные 
измерения на частотах, близких к k0• 

5. Сделаем два дополнительных замечания. 
1. Все заключения о форме тела делаются не по самой 

диаграмме, а по величине /, т.е. функцяопала от нее. Поэтому 
малая ошибка в измерении 1 (�) не скажется заметно на выводах. 

Это обстоятельство может сделать допустимым исnользование 
методов восстановления диаграммы во всем интервале (0, ln) по 
ее измерению в часtи этого интервала-разумеется в той, в 
:которой рассеяна бОльшая часть энергии. Эти методы основаны 
на аналитических .свойствах функций f (�). и потому некорре:ктны. 
Однако функцяонад 1 - сглаживающий, и эти методы в нашей 
задаче могут оказаться nрименимыми. Кроме того, само свойство 
линии быть особой является «Грубым», что проявляется, в 
частности, в том, что из двух формально различных результатов
} = О и 1 ;11! О, 1 1 1  « 1 - следуют практически совпадающие 
выводы. 

Фаза диаграммы может быть восстановлена по ее амплитуде, 
хотя эта процедура неоднозначна и некорректна. Поэтому 
описанные методы в принципс применимы и тогда, :когда при 
измерениях находится только амплитудная диаграмма 11 (�) 1 • 

2. Диаграмма должна быть создана только токами на теле; 
при измерениях в приемник не должно поnадать освещающее 
поле. Если это невозможно обеспечить, то надо измерить поле, 
попадающее в приемник в отсутствии рассеивающего тела, и 
вычесть его из измеренной диаграммы. Если, как это часто рывает, 
освещающее поле nредставляет собой плоскую волну, то диаграмму 
нел�я непосредственно измерять в направлении распространения 
этой волны. Напомним, что даже если падающая волна сильно 
заэкранирована телом-все равно диаграмма в направлении ее 
распространения создана совместным действием токов, инду
цированных ею на теле, и самой падающей волны. 

§ 9. Свойства особых линий 

В этом параграфе перечисляются некоторые элементарные л л 
свойства особых линий С. По определению (5.7) С - нулевая 

л 
линия какого-либо веществениого поля u(r,rp) , т.е. не имеющего 
особенностей на всей плоскости решения однородного уравнения 
(5.2) . 

1. Замкнутая особая линия (особый контур) есть резонансный 
контур, т.е. в ее внутренней области существует не равное 

л 
тождественно нулю поле u(r,rp). По определению, это поле равно 
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нулю на контуре. Оно не может быть тождественным нулем во 
всей внутренней области, ибо тогда оно бЬIЛо бы нулем на всей 
плоскости. Обратное, вообще говоря, не имеет места, так как не 
всякий резонансный контур есть особая линия - может оказаться, 
что поле без особенностей вне него не существует. 

2. Особая линия не может закончиться в какой-либо точке, 
она должна быть замкнутой или уходИть на бесконечность. 
Доказательство можно построить примерно так же, как доказы
вается при�цип максимума для уравнения Лапласа. 

Пусть С заканчивается в точке нуль, т.е. около нуля можно 
описать окружность радиуса R на<;rолько малого, что на ней 
и внутри · нее функция 'i:i(r,lfJ) ��раняет знак, например, 
'i:i(r,lfJ) 2:: О. л Тождественно быть . paвiffi� нулю в конечном круге 
функция и(r,lfJ) не может. Введем функцию Грина уравнения 
л G 1 1 r u . u апласа = 2л n R ' где r -цилиндрическии радиус в локальнои 
системе координат с центром в точке нуль. При r < R функция G < О, при r = R G = О, и kG = d(r). Применям формулу Грина 
в этой окружности к G и и. Получим л л 2J л f (л дG д и ) и(О) = -k и G dS + и дN - G дN ds, (9. 1 )  

где первый интеграл взят по кругу r � R, второй - по окружности 
r = R. В контурном интеграле второе слагаемое равно нулю, в л 
�ервом дG/ дN = 1 1  (2лR). Так как нуль лежит на линии . С, то 
и(О) = О; ОдJ.!..ако оба слагаемых справа положительны. Предполо
жение, что и(r,lfJ) со�аняет знак во всей окрестности какой-либо 
точки, лежащей на С, привело к противоречию. 

3. Через любыt;,.. М точек на плоскости проходит особая линия. 
Рассмотрим ·поле и(r,lfJ), представлепное в виде конечной суммы 
из М +  1 слагаемых с вещественными коэффициентами (ер. (5.8) ) :  

м 
'i:i(r,lfJ) = �С J (kr) cos(nlfJ). (9.2) L... n n 

о 
Определим М коэффициентов С (n = 1 ,  2, . . .  , М) из системы М n 
вещественных линейных уравнений: 

м 
L С nJ n(kr т) cos(nlfJ т) = -C0J 0 (kr т) ' т= 1 , . . .  , М, (9.3) 

n = 1 

где r ,lfJ - координаты т-й точки, через которую должна пройти т т л ' 
линия С. Если детерминант этой снетемы окажется равным нулю, 
то будем находить не С/С0, а С/С1 , и так далее. Функция 
(9.2) с этими коэффициентами удовлетворяет всем требованиям 
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л 
на функцию u(r,�), и ее нулевая линия проходит через выбранные 
точки. 

Отсюда, разумеется, не следует, что ряд (9.2) с nолученными 
таким образом коэффициентами будет при М -+ оо сходиться в 
точках, отличных от выбранных М точек. С ростом числа М, 
вообще rоворя, не будут стремиться к каким-либо пределам и 
коэффициеНТЬI С • Иначе мы столкнулись бы с противоречием, n 
если бы все М точек были бы выбраны, например, на 
нерезонансном контуре. Даже при М -+  оо нулевая линия, 
полученная таким образом, не совпадает с этим контуром, л 
который, разумеется, не есть С. 

Два следующих свойства менее очевидны:, хотя доказываются 
так же элементарно. " л 

4. Если известны две особые линии с1 и с2, являющиеся 
л л 

нулевыми линиями двух различных nолей u1 (r,�) и u2(r,�). то 
можно построить еще целую последовательность особых линий, 
непрерывно зависящих от одноrо параметра. Такой п�
довательностью являются, щшример, нулевые линии С а 

( 1  S а s 2) поля 
л л л 
ua(r,�) = (2 - а) u1 (r,�) + (а - 1) и2(r,�). (9.4) 

При а =  1 и а =  2 эти линии переходят, соответственно, в л л . 
С1  и С2• Таких последовательн�тей можно построить бесконечно 
много, добавив, например, к и (r,�) (см. (9.4) ) еще слагаемое 

А л а 
(а - l)(a - 2) v(r,�), где v(r,�) - любое вещественное решение 
волновою уравнения без особенностей. Каждой последовательности 
особых линий соответствует nоследовательность функций ортоrо-л 
нальноrо дополнения F (� ) . а 

5. В окрестности любой особой линии расположена другая 
особая линия, с друrой функцией ортоrональноrо дополнения. 
Наметим доказательство этоrо утверждения. Не будем рас
сматривать тривиальный сnособ nолучения соседней особой линии, 

л 
когда поле u(r,�) смещается и поворачивается как целое. При 

л 
этом F(�) лишь умножается на несущественный фазовый мно-
житель и nоворачивается ось системы координат. л 

Пусть, для простоты записи, уравнение особой линии С1 
может быть записано в виде r = r1(�), где r1 (�) - однозначная 

л 
функция. Эта линия - нулевая линия поля u1 (r,�). Покажем, 

л 
что для. любоrо е > О можно найти такое поле u2(r,�), не равное 

л л 
тождественно u1 (r,�) . что ero нулевая линия С2 будет иметь 
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уравнение r = r2(qJ), где r1 (qJ) = r2(qJ), и для любого IP 
l r1 (1f') - r2(1f') l S е. 

л 
Построим всnомогательное поле v (r,I(J) вещественное 

решение волнового уравнения без особенностей, которое не равно л 
тождественно нулю на с1 и обращается на ней в нуль в тех 

л л 
точках, в которых ди1 (r,qJ)/дN = О; N - нормаль к С1 • Построить 
такое поле можно, например, в форме ряда (9.2) , потребовав, л 
чтобы он обращался в ну ль в упомянутых!' точках на С 1 и был 

/ <  л 
равен единице в какой-либо другой точкJ"'на С1 • 

л ,"�.; 
Построим затем искомое поле u2 (r, IP) по формуле 
л л л и2 (r, lf')= u1 (r, lf')+ p.v(r, lf'), (9.5) 

где число р мы выберем далее. Пусть r= r2(1P) есть его нулевая 
линия. Надо nоказать, что можно выбрать такое р, что nри всех tp 
l rz(!f') - 't (!f') 1 s е. 

л л 
По определению линий С1 и С2 
л л и1 [r1 (tp), tp) = О, u2 [r2(1(J) ,If'] : О. 
Поэтому 
л л ; л и1 [r2(1(J),If') - u1 [r1 (qJ),tp] + pv [r2(1f'),tp] = О. (9.6) 

л л 
Так как функция u1 (r,qJ) непрерывна, то и1 [r2(1f'),ip] -

л - и1 [r1(tp),ip] = a(tp) [r2(1(J) - r1 (tp)] , где a(qJ) - конечная функ-л 
ция, равная нулю только в точках, в которых ди/ дN = О. С 
Т9-.чностью до ЧЛ)(НОВ второго порядка можно в (9.6) заменить 
pv [r2(tp),rp] на pv[r1 (rp), rp] .  Тогда (9.6) примет вид 

л v[r1 (1(J) ,rpl 
r2(rp) - r1 (rp) + р. a(lf') = О. (9.7) 

Коэффициент при р. конечен ил отличен от тождественного нуля, 
так была построена функция v(r,qJ). Обозначим его наибольшее 
значение буквой А, и выберем р = е/ А. Тогда из (9.7) следует 
искомый резу ль тат. 

Справедливо и более nростое утверждение: в окрестности (в 
метрике L2) любой функции ортогонального дополнения сущест-
вует другая функция ортогонального дополнения. Напомним, что л 
функция F(rp) должна подчиняться единственному условию (5. 1 7) .  

л 
Любая функция, близкая к данной F(I(J) в интервале (0, л) , может 
быть дополнена в интервале (л;, 2л) таким образом, чтобы 
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л 
выполнялось условие (5. 17) .  Тогда она будет близка к F(tp) в 
полном интервале. Заметим, что из этого обстоятельства и из 

л непрерывности полей и(r,tp) также можно доказать утверждение, 
сформулированное в начале этого пункта. 

Выражение <<особых линий очень много>>, которое мы неодно
кратно употребляли, подразумевает сформулированные в пос
ледних двух пунктах свойства этих линий. По существу, эти 

л свойства являются следствиями лишь того, что поля и(r,tp) -л 
непрерывны, а С - их нулевые линии. 

6. Упомянем еще одно свойство, отнясящееся, строго говоря, 
не к особым линиям, а к самим полям и(r,tp). Для любой линии 
С можно построить такую бесконечную последовательность 
вещественных полей и (r,tp) (т = 1 ,  2, . . . ) ,  каждая из которых т есть решение волнового уравнения, не имеет особенностей и 
пронормирована на единицу условиями (5.3) и (5.4) , что 

lim J 1 и т 1
2ds = О. (9.8) 

. т ... оо с .  
Доказательство этого утверждения будет приведено в § 14 ,  п. 6. 
Из (9.8 ) ,  разумеется не следует, что существует функция, к 
которой стремятся и (r,tp) при т -+  оо, и что, если такая функция т все же существует, то С (любая линия!) есть ее нулевая линия. 

7. Свойства магнитных особых линий С (т) (см. (5. 19) )  л 
аналоmчны свойствам особых линий С. Разумеется, замкнутые 
линии С (т) должны быть резонансными контурами не для условий 
Дирихле, а для условий Неймана. 

Отметим только удобное для вычислений свойство, сле13Ующее 
из того, что условие (5.1 9) равносильно условию, что С (т) в 
каждой точке касается вектора grad ;;<т)(х, у). Если уравнение 
линии С (т) записано в форме у = у(х) , то 

dy _ д�(т)(х,у) 1 ду 
dx - д;; (т)(х,у) 1 ах· (9.9) 

Линии С (т) являются интегральными кривыми уравнения (9.9) . 
В частности 
почти через 
С (т). 

отсюда следует, что при заданном поле ;;<т)(х, у) 
каждую точку плоскости можно провести линию 



Г л а в а 111. НЕАППРОКСИМИРУЕМОСТЬ 
БЛИЖНИХ ПОЛЕЙ / 

1 

j ;  § 1 0. Условия аппроксимируемости �я ближних полей 

1 .  Выше мы обсуждали ограничения, которым поля токов, 
расположенных на особых линиях, подчиняются на бесконечно 
большом расстоянии . от этой линии, т.е. ограничения (3. 15) для 
диаграмм /(rp). Однако поля таких токов подчинены аналоmчным
и даже более сильным-ограничениям также и на конечном. л 
расстоянии от С. Эти ограничения имеют такой же вид, как и 
(3. 15) , но относятся к самому полю и(r,rp), а не к его асимптотяке 
!(rp). 

Найдем эти условия. Построим замкнутый контур �. окружа-л 
ющий особую линию С. Контур должен быть достаточно гладким, 
чтобы вне � существовали решения задач Дирихле и Неймана с 
условиями излучения, а в остальном он может быть произвольным. 
Построим на � функцию, играющую такую же роль, как и л 
F(rp) в (3. 15) . л 
л Так как линия С особая, то существует вещественное поле 
и(r,rp), равное на пей нулю и не имеющее ниг�е особенностей. 
Мы здесь используем отсутствие особенностей у и(r,rp) не во всей 
плоскости, а только в области внутри �-это обстоятельство будет 
существенным для построения следующих двух параграфов. 

л л 
Обозначим значение и(r,rp) на � через и(а), где а-координата 
на контур� (0 s а s 2n') . Решим следующую задачу Дирихле в 
области, внешней по отношению к � - найдем поле, удовдет
воряющее однородному волновому уравнению, на � равное и( а) , 
а на бесконечности (при r ,. оо) удовлетворяющее условию 
излучения Зоммеf>Фельда. Это поле будет комплексным, так как 
оно комплексно при r ,. оо. �та внешняя задача Дирихле всегда 
имеет решение, так как частота-величина вещественная. 

Обозначим через ;;'(r,rp) вспомогательное поле, равное внутри 
контура � пол� ;;(r,rp), а вне �-построенному решению задачи 
Дирихле. Поле v(r, rp) всюду удовлетворяет волновому уравнению, 
удовлетворяет условию излучения; оно непрерывно, и его 
единственная особенность - разрыв нормальной производной на 
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1::. Обозначим этот разрыв через v*(a) <v*(a) = [дv/ дN] , где 
N-нормаль к 1::) .  Он является тем «током>>, который создает поле л v(r,rp). 

Можно обойтись л без решения уnомянутой внешней задачи 
Дирихле и находить V(a) неnосредственно no известному значению 

л поля v на 1:: , не продлевая предварительно это поле во �нешнюю 
область. В терминах теории потенциала функция V( а) есть 
плотность nростого слоя, распределенного на 1::. Двойного слоя на 

л :I: нет, так как само поле v неnрерывно. Поле, созданное простым 
л 

слоем с плотностью V(a) и удовлетворяющее условию излучения, 
есть 

л 1 л 
• .12) v(r,rp) = 4- J V(a) н0 (k 1 r - r0 1 ) da, 

l :I: . 
( 10. 1 )  

где r имеет координаты (r,rp), а r0--:точка на 1:: (ер., например, 
[23, (3.51 )  и (3.53) ] ) . Когда r тоже лежит на 1:: , слева в ( 10. 1 )  л стоит известная Фхнкция и(а) , и уравнение (10. 1 )  становится 
интегральным для V(a). Это уравнение только свободным членом 
отлИчается от уравнения для тока, который возник бы при 
дифракции на металлическом теле с той же nоверхностью :I: (см. ,  
например, [ 17, ( 12.23) ] .  Уравнение это-уравнение первого рода, 
т.е. некорректное, однако наличие особенности (хотя и слабой
логарифмической) в ядре позволяет _Rешать его относительно . 
простыми методами и .находить «ТОК» V(a). 

Этот «ТОК>> и участвует в условиях, которым подчиняются на л 
1:: все поля, созданные любыми токами j(s) (см. (2.6а) ) на С. 
Доказательство столь же элементарно, как и соответствующее 
доказательство в § 5, п. 2. Применим к функциям и(r,rp) и л v(r,rp) формулу Грина во всей бесконечной плоскости. Обе функции 
удовлетворяют одному и тому же .волновому уравнению и 
одинаковым условиям при r -+  оо. ПоЛе и(r,rp) имеет разрыв 

л л 
производной на С, равный j(s). Поле v(r, rp) имеет разрыв 

л 
производной на 1:: , равный v*(a). Формула Грина дает 

л 
J и( а) v*(a) da = J ; (s) j(s) ds, ( 10.2) 
1: с 

л где и(а)�значение функции и(r,rp) на 1:: , v(s)-значение функции 
л л л л л v(r,rp) на С. Так как на С функция v(r,rp) совпадает с и(r,rp), т.е. 
согласно (5.7) равна нулю, то при любых токах j(s) правая часть 
( 10.2) тоже равна нулю, и, следовательно, 

л J и(а) v*(a) da = О. 
1: 

( 10.3) 
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Из (10.3) вытекают те же свойЬва системы nолей u(a) , 
�оторые следуют из <3.15) для системк диаграмм f(rp). Полная л ' 
система токов j(s) на С создает на любом коцтуре 1:, окружающем л '��-·�-

с, неполн.ую систему полей u(a), функцией ортоrональноrо л 
доnолнения этой системы является функция V(a) (см. ( 10. 1 ) ) .  
Функциями u(a) можно аnnроксимировать только такие функции 
U(a), заданные на 1:, которые удовлетворяют условиям 

л Ьт. = J U (а) V"(a) da = О. 
т. 

( 10.4) 

Повторяя соображения § 3, n. 5, за}ll�им, что если на С 
л ./ � ' 

обращается в нуль несколько функций u(r'f/;), то на одном и том 
же контуре 1: будет существовать не одна функция ортоrональноrо л 
доnолнения V(a), а несколько. Тогда для аnпроксимирхемости 
какой-либо функции U(a) необходимо, чтобы она была ортоrо
нальна всем этим функциям. Ортоrональность всем линейно 
независимым функциям ортоrональноrо \ДОnолне.liiИя является 
достаточным условием аnnроксимируемости U(a). л 

Если нормировать функции ортоrональноrо доnолнения У( а) 
условием 

J 1 V( а) 1 2 da = 1 
т. 

( 10.5) 

(отличным � нормировки, которая nолучается из ( 10. 1 )  nри 
нормировке u(r,rp) по (5.4) ) ,  то минимум невязки, т.е. квадрата 
расстояния (аналогичноrо (3.216) )  между какой-либо заданной л 
функцией U(a) и nолем, созданным любым током на С, будет 

величина 1 Ьт. 1 2 [ер. (3.20а)] ,  т.е. 

J 1 U(a) - и(а) 1 2 da � l b"i. 1 2• ( 10.6) 
т. 
Наnример, если ток расположен на дуге окружности (ток, 

индуцированный на цилиндрическом зеркале) , и для некотороrо 
n имеем J n (ka) = О (а-радиус окружности) , то на любой 

окружности, концентрической с данной и большей, чем она, 
отраженное nоле может аnnроксимировать какую-либо функцию 
с точностью не большей, чем квадрат модуля ее n-ro ко
эффициента Фурье. л 

2. Если в качестве контура �. окружающеrо особую линию С, 
выбрана окружность, то можно решить уnомянутую з�чу 

Дирихле аналитически и nолучи� явное выражение для У(а) 
через коэффициенты Фурье nоля u(r,tp), аналогичное выражению . л 
(5.9) для функции F(a). 
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Обозначим радиус окружности I через R. Поле ;;(r,rp) задано 
в виде ряда (5.8) , так что на I 

(10.7) 

где вместо а введен уrол rp. Задача Дирихле при r � R имеет 
очевидное решение 

л 
' 

н<2> (kr) 
v(r,rp) = 2CnJn (kR) J,2) cos(nrp), 

IГ�kR) 
( 10.8) 

в котором обеспечены выполнение условия излучения и непре
рывность при r = R. Учитывая выражение для вронскиана л 
цилиндрических функций, найдем для V(rp) (см. (10. 1 ) ) ,  т.е. для 
разности нормальных производных поля (5.8) при r :s R и поля 
л v(r,rp) (см. ( 10.8)) при r � R, выражение 

л 2i l V(rp) = -лR 2 Cn�2)(kR) cos(nrp). 
л 

Это и есть искомое явное выражение для V(rp). 

( 10.9) 

При R ..,.. (10 ,  т .е. когда окружность I уходит на бесконечность, 
V(rp) только множителем k ОТJiичается от P*(rp) fikR/...fflf, как это 
и следует из сопоставления (10.3) и (3.1 4) .  При любом конечном 
R множитель 1 1  н<2>(kR) убывает с ростом n при n » kR. Поэтому n 
коэффициенты ряда Фурье С ;J:i(ZJ(kR) (см. ( 10.9) ) с высокими n n 
номерами меньше, чем соответствующий тому же n коэффициент л 
Фурье Сп(- i)n ряда (5.9) для �(rp). Это означает, что фуикция: 
л л 
V(rp) более г.ладкая, чем функция F(rp). Чем меньше kR, тем при 
меньших n начинается убывание коэффициентов Фурье в 00.9) 
по сравнению с коэффициентами Фурье в (5.9) . Чем меньше л 
kR, тем функция V(rpA более гладкая, чем ее асимптотическая 
(при R ..,.. (10 ) форма F(rp). 

Если данная функция U(a) не очень изрезана, то чем более " л 
гладкой будет функция V(a) в ( 10.4) , тем больше l bi 1 и тем 
более существенным является ограничение ( 10.6) . 

В этом смысле ограничение на аппроксимируемость полей на л 
контуре I ·тем слабее, чем на больmем расстоянии от С находится 
этот контур. Эти ограничения убывают при удалении от токов, 
создающих поле и(r,rp); менее всеrо они проявляются для 
диаграМм. В .следующем параграфе мы столкнемся с ситуацией, 
когда эти ограничения существуют только до некотороrо конечною 
расстояния от токов, а на бОльших расстояниях они не просто 
ослабевают, а пропадают. 
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Проиллюстрируем это убывание на nримере резонансноm 
nрямоуmльника (§ 6,n.4) . Он не является особой линией в смысле, 
которому этот термин был nридан в J 6, так как интеграл (5.4) 
JtЛЯ соответствующей ему функции F(rp) не существует. Однако 
для любоm конечного контура }:; интеграл в ( 10.5) существует, 

· токи на нем создают неnолную систему nолей на }:;. 
Рассмотрим для nростоты записи квадрат; для неm 

л :n:x :п;у и(х, у) = cos - · cos -, а а ( 10. 10) 

где а-сторона квадрата, а центр системы координат-в центре 
квадрата. Контур I-окружность r = R. На 1, nоле ( 10.9) имеет 
вид -;;:.. 

�(R,rp) = cos ( * cos rp) cos ( * sin rp) , ( 10. 1 1) 

где k = :n:..f'Z 1 а-резонансная частота. Разлагая эту функцию в ряд 
Фурье, nолучим для нее, разумеется, ряд тиnа ( 10.7) . Ко
эффициенты С отличны от нуля только для n = 4т n 
<т = О, 1 ,  . . •  ) и не зависят от т. С точностью до несущественноm л 
множителя, для V(rp) (см. 00.9) ) будет 

л 1 1 V(rp) = R L н{2) cos (4тrр). 
т = О 4m(kR) 

( 10. 12) 

Этот ряд сходится и интегрируем с квадратом nри любых R, 
так что nоля токов, расnоложенных на сторонах резонансного 
квадрата (и, вообще, резонансноm nрямоуrрльника) , образуют 
неnолную систему на любой окружности-и, вообще, на любом 
контуре, заключающем токи. Однако убывание членов ряда ( 10. 1 2) 
начинается лишь при 4т > kR. При kR » 1 ряд (10. 1 2) содержит 
много высоких гармоник, и 
меняющуюся функцию. 

3. Неполную на контуре 

л 
V(rp) представляет собой бы<.:тро 

I систему функций образуют не л 
только поля и(а), созданные токами на С, но и их нормальные 
nроизводвые дu(r,rp}lдN 1 I' где N - нормаль к }:;. 

Симметрия этих свойств функций u(r,rp) 1 I и ди/ дN 1 I есть 
очевидное nроявление симметрии между электрическим и маг
нитным nолями. Наnомним (см.§2,п.2) , что двумерная скалярная 
задача возникает из трехмерной векторной, если в последней 
Н = О и д/ дz = О. Тогда u(r,rp) есть Е , а производмая ди! дN z z 
есть Н , где s наnравлено вдоль той линии, нормалью к которой 

s 
является N. Неnолнота системы функций u(r,rp) означает, что 
nроизвольно выбранная функция не может быть в общем случае 
апnроксимирована nолями Е ,  созданными токами, если они z 
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л 
расположены на цилиндре, направляющая которого есть С. 
Неполнота системы функций д и/ дN l 1: означает, что произвольно 
выбранную функцию нельзя также аппроксимировать полями 
Н , созданными такими же токами. s 

Для получен� условий типа (10.3) для ди/дN надо при 
построении поля v(r,<p) во всей плоскости решать не внешнюю по 
отношению к 1: задачу ДиJ_>ихле, а внешнюю задачу Неймана. 
В�утри 1: известно поле u(r,<p); вычислим по нему функцию 
д и/ дN. Затем найдем вне 1: поле, удовлетворяющее условию 
излучения и имеющее на 1: ro же значение нормальной л л 
производной. Назовем w(r,<p) поле, внутри 1: равное u(r,<p), а вне 
- решению этой задачи Неймана. Единственной особенностью 
поля �(r,<p) является его разрыв на 1:. Обозначим его через л 
W(a), л л 

W(a) = [w(r,<p)] .  ( 10. 13) л· 

Применим к полю u(r,<p) , созданному током j(s) на С, и к полю л л 
w(r,<p), созданному «маmитным током» W(a) на 1:, формулу Грина. 
Получим, аналогично формуле (10.2) , 

ди л л 

-f дN W(a) da = J w(s) j(s) ds, 
1: � 

л л л л л 

( 10. 14) 

где_.. w(s)-значение поля w(r,<p) на С. На С поле w(r,!f) совпадает 
с u(r,<p), т.е. равно л нулю, и для ди/ дN 1 I:' где u(r,<p) создано 
любыми токами на С, будет 

I ди л 

дN W(a) da = О. 
1: 

( 10. 15) 

Как и выше, из Этого следует, что функциями ди/дN1 1: можно 
аппроксимировать только такие заданные на 1: функции, произве-л 
дение ( 10.15) которых на W'"(a) равно нулю, и что, при л 
соответствующей нормировке W(a), невязка при аппроксимации 
любой. функции функциями ди/ дN \ 1: не меньше квадрата модуля 

л 
произведения этой функции �а w*(<p), аналогично ( 10.6) и ( 10.4) . 

Если 1:-окружность, и u(r,<p) при r s R (R-радиус окруж
ности 1:) дано рядом (5.8) , то решением задачи Неймана при 
r > R для �r,<p) будет, аналогично (10.8) , ряд 

л н{2)(kR) 
w(r,<p) = � С J '(kR) н{�) ' · cos(n<p). � n n n (kR) 

( 10. 16) 
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Его нормальная производпая пр� r = R  + О  равна нормальной 
л 

производной и�.�) при r = R - О, а разрыв самой функции на �.  
т.е. функция W(a) (см. (10. 13) ) ,  равна, аналогично ( 10.9) , 

л 2i 1 
W(o') = лkR Icnн(2)' (kR) cos(n�). 

n 
( 10. 1 7) 

Асимптотика для н<2> ' (kR) при n » kR примерно такая же, n 
как и для �2)(kR), т.е. множитель 1 /  �2)' (��) быстро убывает 
с ростом n при n » kR, и коэффициенты �урье ряда ( 10.1 7) с 
большими номерамИ меньше, чем коэффицие'irы Фурье ряда (5.9) л 
для F(�). Для ( 10. 17) сохраняются соображения, которые выше л 
были сформулированы по поводу V(�) (см. (10.9) ) ;  с удалением 
от токов запрет на аппроксимацию ослабляется. 

Так как при kR » n асимптотика для н<п2>up30prime(kR)(kR) 
близка к асимпто�ике для н<п2>(kR), то ряд ( 10. 17) ,_ как и ряд 

( 10.9) , при kR .... со только 'множителем ikR!.ffii отличается от 
л • 

ряда (5.9) для р-(�). Это, разумеется, согласуется с тем, что в 
дальней зоне для полей, удовлетворяющих условию излучения, 
нормальная производпая (т.е. д/ дr) любого поля только множите
лем отличается от самого поля. 

4. Построения первых трех пунктов этого параграфа почти 
автоматически переносятся на поля, созданные магнитными токами 
(2.66) , расположенными на особых линиях магнитного типа 
c<m>, определенных усЛовием (5.19) . Мы не будем выписывать 
все формулы для этого случая. На любом контуре �. окружающем 

с<т>, можно построить функции, аналогичные V(a) и W(a). Они 
входят в условия, которым на � удовлетворяют поля u<m>(r,�). 
созданные магнитными токами, и их нормальные производвые 
ди(т)/дN. Формулы эти аналогичны формуле (5.21 )  для диаграмм 
fm)(�) таких токов. 

Функция V<m>(a) получается продлением вспомогательного поля 
�(m)(r.,�), введенного в §5,п.З, в область вне � с сохранением 
непрерывности на �; V<m>(a) есть разрыв нормальной производной 
полученного этим продлением вспомогательного поля ;).m>(r,�). 
Функция if<m>(a) получается продлением того же поля �(m)(r,�). 
сохраняющим непрерывность нормальной производной; W<m>(a) 
есть разрыв на � построенного таким образом поля �(m)(r,�). 
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Упомянутые в предыдущем абзаце условия имеют �ид 

J u<m>(a)V<m>•(a) da = О; 
� ' 

дu(т) л 
J дN J.Y<m)(a) da = О. 
� 

Они полностью аналогичны условиям ( 10.3) и (10.15) .  Из них 
следуют условия, аналогичные (10.4) и условию, сформулирован
ному после формулы ( 10.5) . Условия эти-условия равенства нулю 
произведения заданной функции на соответствующую функцию 
ортогонального дополнения-являются необходимыми для апп
роксимируемости заданной функции. Если для данной линии 
с(т) существует более чем одна функция )m>(r,�). то функций 
ортогонального дополнения как для системы функций 
u<m>(r,�) 1 �· так и для системы функций au<m>!aN 1 � будет более, 
чем одна. Достаточным условием аппроксимируемости будет 
ортогоналъностъ заданной функции ко всем функциям ортогональ-
ного дополнения систем функций и< т) 1 � или ди(т) 1 дN 1 Г 

§ 1 1 .  Построение решения волнового уравнения 
по его ну левой линии; дуга окружности 

л 
л 1. Нахождение нулевой линии С заданного вещественноголполя 
u(r,�) представляет собой несложную задачу. Если поле u(r,�) 
имеет простой вид, то она решается аналитически, и, во всяком 
случае, легко решается на ЭВМ. Это относится и к особой линии 
магнитного типа c<m>, определяемой по полю �(m)(r,�) согласно 
(5. 18) ;  их построение на ЭВМ может производиться по УР<J.��Иению 
(9.9) . Далее мы в основном будем рассматривать поля u(r,�) и 
линии с. 

Насколько нам известно, ..Qбратная задача - определение 
решения волнового уравнения u(r,�) по его нулевой линии - в 
общем виде не решена. Неизвестны и достаточные условия, при 
�оторых данная линия является нулевой линией векоторого поля 
u(r,tp). Во всей проблеме аппроксимируемости эта задача (и 
аналогичная трехмерная векторная задача) -одна из центральных. 
В этом и следующем параграфах будут приведены примеры 
решения этой обратной задачи в нескольких простых случаях. 
л В предыдущем параграфе мы установили, что если линия 
С-особая, т .е. диаграммами, создаваемыми распределенными на 
ней токами, нельзя аппроксимироватъ произволъную диаграмму, 
то полями этих токов нельзя аппроксимироватъ и произвольвое 
ближнее поле, т.е. поле, заданное на любом контуре �. л л 
окружающим С и находящимся от С на конечJWМ расстоянии. 
При этом по определению, данному в § 5, поле u(r,�) не имело 
особенностей на всей плоскости. Однако далхе мы будем 
рассматривать более общий случай, когда линия С есть нулевая 
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л 
линия поля u(r,rp) , не имеющего особенностей только в части 
плоскости. И в этом случае мы сохраним за такой линией название 
особой, тем самым расширив понятие особой линии, и сохраним л л "'< ) обозначения С и u(r,rp) , и, аналоmчно, обозначения С т и 
J.m)(r,rp ). 

Для любого контура 1:, целиком лежащего в области л л аналитичности поля u(r,rp) , даже если вне этого контура u(r,rp) 
имеет какие-либо особенности, остается справедливым результат л 
§ 10-поля u(r,rp) полной системы токов, расположенных на С, 
на 1: образуют неполную систему u(a). Это следует и1 построений 
предыдущего параграфа, в которых свойства по.i):я u(r,rp) вне 1: 
не играли никакой роли. Сохранится и предло�нный там метод 
построения на 1: функций ортогонального допо3ftt:ения к системе 
функций и( а) (или к системе функций ди(т:)/ дN) , основанный на 
решении в области вне 1: задачи Дирихле (или задачи Неймана) 
с условием излучения Зоммерфельда или на решении уравнений 
теории потенциала. 

2. В этом параграфе мы рассмотрим задачу определения поля л л л u(r,rp) по ее нулевой линии С, когда С-дуга окружности. Так л 
как при этом С-координатная лини.sJ системы координат, в 
которой волновое уравнение разделяется, то решение получается, 
разумеется, элементарно. Если мы ограничилисъ бы поиском полей 
л u(r,rp) , не имеющих особенностей на всей плоскости, то задача 
была бы решена, по существу, уже в § 6. Нас будет интересовать 
более широкий класс особых линий, так как он определен в 
предпоследнем абзаце предыдущего пункта. В проблеме апп
роксимируемости ближних полей существен именно этот класс. В 
этом смысле дуга любой окружности (не только резонансной) есть 
особая линия. л 

Пусть С-дуга окружности радиуса а. Если для какого-нибудь л n (n = О, 1 ,  . . .  ) J (ka) = О, то С-дуга резонансной окружности, n л и ей соответствует поле u(r,rp) , даваемое формулой (6. 1 ) .  Это 
поле , не имеет особенностей на всей плоскости. Поле это
единственное, с точностью до «поляризационного}> вырождения, 
т.е. замены cos(nrp) на cos [n(rp - rp0)] с произволъным rp0; далее 
мы об этом вырождении упоминать не будем. л 

Пусть при всех n J n(ka) ;t. О, т.е. С-дуга нерезонансной 
л 

окружности. Этой линии С соответствует, в частности, поле 
л u(r,rp) = l/kr) sin(vrp), 0 1 . 1 )  

если v есть корень уравнения 
J (ka) = О, v 

рассматриваемого как уравнение относительно индекса v. 
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Зависимость v от ka, т.е. зависимость индекса функции 
Бесселя от величины его корня, иллюстрируется графиками 
рис. 1 1 . 1 .  Кривая т =  1 на нем соответствует первому корню 
функции Бесселя, т =  2-второму. При ka, меньшем 2,40, 
уравнение ( 1 1 .2) не имеет решения, при 2,40 < ka < 5,52-суще
ствует одно решение, меняющееся от v = О при ka = 2,40 до 
v = 2,2 при ka = 5,52. Этому решению соответствует кривая 
т =  1 .  При ka > 5,52 появляется второе решение для v, 
соответствующее кривой т = 2, и так далее. Например, при 
ka = 5,0 будет одно решение v = 1 ,9 (т = 1 ) .  

v 

3 

2 

2 4 6 

Рис. 1 1 . 1  

С ростом ka число значений v,  при которых выполняется 
( 1 1 .2) , растет и примерно равно целой части отношения kа/л. 
Действительно, при небольтих v и т » v корень функции Бесселя 
асимптотически равен, с точностью до величин порядка 1 1 т, 

ka = л  (т + v/2 - 1 /4). ( 1 1 .3а) 
Например, при v = 1 /2 l/ka) пропорционально sin(ka), и пос
ледняя формула принимает точный вид ka = тет. Количество 
корней v уравнения ( 1 1 .2) при данном ka равно количеству корней 
ka уравнения ( 1 1 .2) , меньших этого ka, при v = О  (см. рис. 1 1 . 1 ) ,  

· т.е. при большИх ka равно, асимптотически kа/л + 1 /4. л 
Так как по условию С есть дуга перезонаиеной окружности, 

то v, удовлетворяющее уравнению ( 1 1 .2) , не есть целое число. 
Этим определяется область аналитичности поля ( 1 1 . 1 ) .  При 
'Р = +0 и при 'Р = 2л - О это поле имеет различные значения, 
т.е. на полупрямой 'Р = О, r > О  аналитичность нарушается. Она 
нарушается и в центре окружности, при r = О, так как при 
kr « 1 ;;(r,lfJ) - r, а v :;t:. n. Поэтому область аналитичности поля 
( 1 1 .2) состоит из всей плоскости, из которой искЛючена эта 
полупрямая. Так как в ( 1 1 . 1 )  множитель sin(v'P) можно заменить 
на sin [u('P - 'Po)J при любом 'Ро• то можно построить функцию 
;;(r,lfJ), равную нулю на любой дуге окружности r == а и 
аналитичную в любой области, не содержащей полупрямую 
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Рис. 1 1 .2 

'Р = 'Ро• г � О. Контур }:, на котором 
неполна система полей, создаваемых то
ками на дуге перезонаиеной окружности, 
не должен содержать центр этой окруж-

\ ности и какую-либо исходящую из нее 
полупрямую (рис. 1 1 .2) . Напомним, что 
это показано только для описанного 
элементарного способа построения поля 
л л 
u(r,'f) по особой линии С. Даже и при 
таком способе, как мы увидим далее, 

' л 
можно построить другие поля u(r,'f) с 
другими областя� аналитичности. 

Область �налитичности любого поля,.-;jавного нулю на дуге 
нерезонанснои окружности, не содержит всю эту окружность. 
Действитмьно, если бы вся окружность лежала бы в области 
анали�ичности векоторого поля, а дуга этой окружности была бы 
нулевой линией этого ПОJJЯ, то и вся окружность была бы нулевой 

_ линией. Это следует из того, что и нулевая линия аналитического 
поля, и окружность-аналитические линии, а две аналитические 
линии, имеющие общую часть, совпадают полностью. Однако 
окружность-нерезонансная, т.е. не существует решения волнового 
уравнения, не имеющего внутри нее особенностей, равного на ней 
нулю и не равного нулю тождественно. Поэ'fому областью 
аналитичности поля, равного нулю на дуге перезонаиеной 
окружности, не может быть вся ·плоскость. И, в частности, 
диаграммами токов, расположенных на такой дуге, может быть 
аппроксими�вана любая функция. 

3. Поле u(r,'f) , равное нулю на дуге окружности, можно искать 
не только в виде ( 1 1 . 1 ) ,  но, например, также в виде 

л 
u(r, !fJ) = N (kr) siп(v'f), v ( 1 1 .4) 

где v есть корень уравнения 

Nv(ka) = О. ( 1 1 .5) 

Здесь N -функция Неймана. v 
Зависимость v от ka, т.е. зависимость индекса функции 

Неймана_ от ее корня, даваемая уравнением ( 1 1 .5) , имеет 
качественно тот же вид, что и зависимость v от ka по ( 1 1 .2) . 
Графики этой зависимости для трех первых корней 
(т :;: 1 ,  2, 3) функции Неймана представлены на рис. 1 1 .3. Эти 
графики подобны графикам рис. 1 1 . 1 ,  только смещены вправо 
примерно на л/2. Уравнение ( 1 1 .5) не имеет корней прц 
ka < 0,89; оно имеет один корень при 0< ka < 3,96, два корня 
при 3,96 < ka < 7,09 и так далее. Например, при ka = 5,0 
уравнение ( 1 1 .5) имеет два корня: v = 0,71 (т = 2) и v = 3,42 
(т = 1 ) .  
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При т »  v корень уравнения ( 1 1 .5) , рассматриваемого как 
уравнение относительно ka, с той же точностью, что и ( l l .Зa) , 
равен 

ka = л(т + v/2 - 3/4). ( l l .Зб) 
Например, при v = 1 /2 N (ka) пропорционально cos(ka), и · 1' 
( 1 1 .3б) переходит в точную формулу: ka = л(т - 1 /2). При 
ka » 1 число корней функции N",(ka) аси:мптотически равно 
ka/n + 3/4. 

v 
4 

3 

2 

4 6 8 ka  

Рис. 1 1 .3 

При нецелых v область аналитичности поля ( 1 1 .4)-та же, л 
что и поля ( 1 1 . 1 ) .  Однако условие, что С - дуга верезонаиеной 
окружности, не нарушается, если ka будет таким, что решением 
уравнения ( 1 1 .5) будет целое число (v = n) , так как поле ( 1 1 .4) 
и при этом будет иметь особенность в центре круга О. Поэтому 
внутри контура .1: не должна содержаться только точка О. Контур 
.1: может быть такЩt: же, как на рис. 1 1.2, причем два луча могут 
быть заменены любыми кривыми, либо состоять из двух замкнутых 
контуров, внутренний из которых окружает точку О. 

Более общим, чем 0 1 . 1) и ( 1 1 .4) , полем, равИЬiм нулю на 
дуге окружиости радиуса а, является следующая линейная 
комбинация этих полей: 

л 
u(r, <р) = [ Nv(ka)J"(ka) - Jv(ka) N"(ka)] cos(v<p). ( 1 1 .6) 

л 
Это поле равно нулю на С при любом значении индекса v. В 
частности, может быть и v = О; поэтому в ( 1 1 .6) :мы заменили 
sin на cos. Радиус а может быть сколь угодно :мал. 

При комплексИЬiх v поле ( 1 1 .6) комплексно. Так как волновое 
уравнение не содержит комплексных параметров, и u(r,<p) не 
подчинено никаким условиям типа условия излучения, то 
вещественная и мнимая части nоля, определяемого формулой 
( 1 1 .6) при коМплексИЬiх v, тоже являются решением волнового 
уравнения, т.е. эта формула определяет два вещественных nоля, л 
равных нулю на С. Область аналитичности поля ( 1 1 .6) та же, 
что полей ( l l .4) и ( 1 1 . 1 ) .  
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л 
4. Ортогональное доnолнение V(o') на контуре 1:, находящемся 

л 
в общей области аналитичности нескольких функций u(r,rp), 
различны для различных функций. Для nолей ( 1 1 . 1) и ( 1 1 .4) их 
конечное число (как и корней уравнений ( 1 1 .2) и ( 1 1 .5)) ,  
примерно равное 2 kа/я, для nоля ( 1 1 .6) они зависят от свободного 
параметра v. 

Хотя этот параметр и может принимать любое значение, 
множество соответствующих функций ортогонального дополнения 
по существу не очень богато. При ka » 1 ,  l v  1 « ka поля 0 1 .6) 
асимnтотически пропорционалъны: sin k(r - а), т.е. с ростом ka эти 
поля перестают зависеть от v' а все функU)Ш ортогонального 
доnолнения будут близки друг к другу. При }большИх значениях 
1 v 1 , в области дебаевекай асимптотики цилиН)фических функций, 
эти поля проnорциональны: выражению [(a/r)v - (rla)vJ . Как при 
r < а, так и nри r > а они на 1: очень быстро меняются. Как мы л 
уже отмечали, для таких «Экзотических» функций V(o) требование 
IJ1'. =О (см. ( 10.4)) ,  необходимое для аппроксимнруемости какой-
либо заданной на 1: функции U(a), не имеет практического 
значения; оно может явиться существенным ограничением только 
если сама функция U(a) тоже быстро меняется. Это означает, 
что если даже какая-либо функция U(a) неаnпроксимируема, ибо 
отличен от нуля интеграл ( 10.4) , но l bi i  « 1 ,  то существует 
близкая к ней аnnроксимируемая функция. Разумеется, не сколь 
угодно близкая-тогда была бы аnпроксимируема и сама функция 
U(a), но такая, что невязка ( 10.6) мала. 

Заметим уже здесь, что этим замечанием мы ослабляем 
различие между аnпроксимируемостью (/J = О)  и иеаппрок
симируемостью (Ь "' 0) подобно тому, как само nонятие апп
роксимируемости ослабляет различие между реализуемостью и 
нереализуемостью (см. §3) . Мы вернемся к этому вопросу (по 
суiцеству методическому) в § 16. 

Таким образом, рассмотренные выше поля ( 1 1 . 1 )  и 01 .4) , в 
которых v может nринимать только �онечный ряд значений, дают 
довольно полную картину nолей u(r,rp) , для которых нулевой 
линией является дуга нерезонансной окружности. 

5. Чем больше радиус а окружности, тем больше существует л 
таких nолей и связанных с ними функций V(a). При ka ... оо 
число таких функций неограничеио растет, даже если учитывать 
только функции существенно различные и притом не меняющиеся 
на 1: очень быстро. При а ... оо особые точки полей ;;(r,rр)-ценч� 
окружности и исходящий из него луч-отодвигаются от дуги С 
на бесконечность, так что эти поля становятся аналитическими л 
внутри оче"ь больших контуров 1:, охватывающих С. Все это 
согласуется с тем, что при а -+  оо дуга переходит в отрезок 
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прямой, т.е. в такую особую линию, для которой полями 
л u(r,lfJ) являются все решения волнового уравнения, неснммет-
рнчные относительно нее н аналитичные во всей плоскости. 

Напомним, что увеличение числа функций ортоrонал_kноrо 
дополнения н расширение области аналитичности полей u(r,tp) 
означает, что усиливаются ограничения на �оля, которые могут 
аппроксимировать токи, распределенные на С. Эти ограничения, 
как мы видим на л этом примере, могут усиливаться, несмотря на 
удлинение линии С. Существенным здесь оказывается не ее длина, 
а близость ее к особой линии с очень большими ограничениями л 
(богатым набором функций V(ст)) .  Мы обсудим этот эффект в 
следующей главе. 

л 
Метод фактического построения функций V(ст) на контуре 1: 

описан в ' § 10. Если 1: представляет собой окружность, а поле 
л . u(r,lf) задано в виде ряда (5.8) , так чтолето ряд Фурье на 1: 
дается формулой ( 10.8) , то для функций V(ст) получается явный 
вид ряда Фурье ( 10.9) . Однако в формулах § 10 начало координат 
совпаДало с центром окружности 1:, а в формулах ( 1 1 . 1 ) ,  ( 1 1 .4) 
и ( 1 1 .6) начало координат лежит в центре окружности, дугой л 
которой является линия С. Для применекия резуЛьтатов § 10  
надо перенести начало координат, т.е. представить эти поля в 
виде ряда Фурье по углу, отсчитьшаемому в цилиндрической 
системе координат с центром в центре окружностИ I. Этот 
пересчет легко произвести по формуле сложения для 
цилиндрических функций ( 19; 9. 1 .79] . 

6. Для простого примера этого параграфа легко построить в 
явном виде также и фун�ции J_m)(r,tp), для которых, по 
определению, нормальная провзводная обращается в нуль на этой 
дуге. Дуга окружности является одновременно и особой линией 
магнитною типа. 

Очевидно, что полями J_m)(r,tp) будут являться те же поля 
( 1 1 .1 )  и ( 1 1 .4) , в которых, однако, числа v должны удовлетворять 
не уравнениям ( 1 1 .2) или ( 1 1 .5) , а одному из следующих 
уравнений: 

J11'(ka) = О, N '(ka) = О. v ( 1 1 .7а,б) 

Зависимость v от ka, даваемая каждым из этих уравнений, 
изображается графиками того же вида, что nредставлены на 
рисунках 1 1 . 1  и 1 1 .3. Графики, соответствующие уравнению 
( 1 1 .  7а) , подобны графикам рис. 1 1 . 1 ,  соответствующим уравнению 
0 1 .2) , но только смещены влево; кривая т = 1 начинается в 
точке ka = О, v = О. Например, при ka = 5,0 уравнение ( 1 1 .7а) 
имеет два решения: v = 3,7 (т = 1) и v = 0,78 (т = 2).  Уравнению 
( 1 1 .76) соответствуют графики, аналогичные графикам рис. 1 1 .3, 
но смещенные вправо, так что кривая т = О начинается в точке 

15 



ka = 2,19, У =  О. При ka = 5,0 уравнение (1 1 .76) имеет одИJ! 
корень У = 2,0. л Аналоrом поля u(r,tp) (см. ( 1 1 .6)) является, очевидно, поле 

�(m)(r,tp) = 1 N ... ' (ka)Jv(kr) - Jv'(ka)N ... (kr)) sin (Y'f'). (1 1.8) · 

Оно тоже при любом v удовлетворяет условию (5.19) на дуге 
r = а. К нему относятся все те замечания, которые выте были 
сделаны по поводу поля ( 1 1 .6) , только дебаевекая асимптотика 
ero отличается от асимптотики поля ( 1 1 .6) знаком перед вторым 
слагаемым. 

Таким обра�ом, дуга окружности одиqвремеино �вляется и 
особой линией С, и �обой линией магни.fвоrо типа с(т) в том, 
более широком понимании, которое пр«дено в на.чале этоrо 

� -· л 
параграфа. Области аналитичности соответствующих/> полей и и 
;t.m) совпадают. Для любоrо замкнутоrо коитура .I,  содержащеrо · 

эту дугу и не содержащеrо центра окружности, будет реализовы
ваться ситуация, оnисанная в § 5. Поля, созданные полной 
системой электрических токов на дуге, а также поля, созданные 
полной системой магнитных токов на ней, в отдельносТи не 
образуют полных систем полей на .I, но вместе они образуют 
такую систему. 

§ 12. Аналитическое продолжение поля собственного 
колебания за границу области 

л 
В этом параграфе мы опишем метод построения поля u(r,tp) л 

по заданной ero нулевой линии С, основанный на дополнении л с до резонансного контура с последующим прод.ление.м. поля 
собственного колебания в область, внешнюю по отношению к 
этому коитуру. Некоторые соображения об общем решении задачи 
о таком nродлении будут высказаНЬI в трех последних пунктах 
параграфа; в начале будут приведены nримеры, аналогичные 
примерам § 6. 

л 
1. Пусть сначала С - незамкнутая линия. Дополним ее линией 

Сдоп до замкнутой линии (контура) с0 таким образом, чтобы 
с0 было резонансным (для условий Дирихле) контуром. Собст
венное колебание оnисывается некоторым полем, равным нулю 
на С0; вычислим значение ero нормальной производной на С0• 
Аналитическое продолжение есть поле (т.е. решение однородноrо 
волнового уравнения) , равное нулю на с0 и имеющее на с0 то 
же значение нормальной производной, что и поле собственноrо 

л л 
колебания. Поле u(r,!p), равное нулю на С, внутри С0 есть поле 

собственноrо колебания, а вне-поле ero аналитическоrо продол-
л жения. Если не учитывать возможность вырождения, то u(r,!p) 
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вещественно. Оно, разумеется, не удовлетворяет условию излу
чения. 

Задача аналитического продолжения может рассматриваться 
как задача Коши-на с0 задано поле и его нормальная 
производная; надо найти поле вне с0• В нашем случае задача 
Коши ставится специальным образом-значение функции и ее 
производной не независимы друг от друга. Они связаны условием, 
что та же задача Коши для области внутри с0 имеет решение, 
аналитическое во всей этой области. л 

Возможность любую незамкнутую линию С дополнить до 
контура С0, резонансного на заданной частоте, следует из теоремы 
Куранта о том, что расширение области монотонно понижает 
частоту ее собственного колебания. Если линия С очень близка 

л � 
к С, так что площадь области внутри с0 мала, то эта частота 
высока. При непрерывной · деформации С , при которой каждый 

д оп 
следующий контур С0 охватывает предыдущий (и совпадает с ним 

л 
на С) , собственная частота непрерывно убывает и при какой-то 
форме контура С 0 будет равна заданной частоте. 

Из этого рассуждения следует, в частности, что одна и та же л 
незамкнутая линия С может быть особой линией не на одной 
частоте, а в целой полосе частот. Так, в примере предыдущего л 
параграфа, когда С было дугой окружности радиуса а, решение 
уравнения О 1 .2) для v существовало при всех k > 2,40/ а. Область 
аналитичности для разных частот будет, вообще говоря, различной, 
однако вполне возможно (и в этом примере это имеет место) , 
что некоторый контур 1: лежит в общей области аналитичности, 
и тогда неаппроксимируемость заданных на 1: функций будет 
иметь место для широкой полосы частот. 

Заметим, что это позволяет расширить изложенный в § 8 
метод определения формы рассеивающего тела, если тело это
экран (т.е. незамкнутая линия) , а измерения можно производить 
в ближней зоне. Если форма экрана близка к дуге аналитической 
кривой, то описанные в § 8 методы применямы не только на 
одной частоте. Это позволяет, измеряя поле в ближней зоне на 
нескольких частотах, повысить вероятность какой-либо гипотезы 
о форме рассеивающего экрана или достоверность определения 
этой формы. л 

2. Этот прием построения · поля u(r,!f') очевидным образом 
переносится на построение поля �m)(r,!f') по заданной незамкнутой 

особой линии магнитного типа с(т). Линия с<т) тоже должна 
быть дугой аналитической кривой или состоять из нескольких 
таких дуг. Контур с� т), частью которого является данная линия 
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с(т), должен быть резонансным на заданной частоте, но для 
граничноrо условия Неймана. Значение на с�т) поля собственноrо 
колебания входит в задачу Коши вне с�т), решение которой дает 
искомое аналитическое продолжение. 

Несколько иначе, чем выше, должна быть сформулирована 
ссылка на теорему Куранта. При граничном условии Неймана 
собственная частота низшеrо колебания в . области с малой 
площадью может не быть большой, может иметь порядок обратноrо 
периметра контура c�m). Однако и тогда существуют колебания 
высоких номеров, собственные частоты которых велик41. о;на из 

1 ·  (т) них обязательно будет выше заданной частоты. Уда11�я С от .".,.z: доп 

C(m), МЫ будем ПОНИЖаТЬ эту собственную частоту, И найдем 
контур, резонансный на заданной частоте. 

Возможно обобщение этоrо метода, применимое и к построению 
;?(r,!f') по С и к построению ;Jm)(r,!f') по с(т). Например, при 
построении ;;(r,!f') можно на С ставить не условие Дирихле, а 

ДОП 
условие Неймана. Тогда на контуре с0 будут поставлены 
смешанные граничные условия. И для таких условий существуют 
резонансные частоты и поля собственных колебаний, как собст
венные элементы соответственных самосопряженных задач. Можно 
поставить на С и граничное условие третьеrо рода с 

д оп 
вещественным С ) , и так 

д оп 

возможностях. 

коэффициентом (вообще rоворя, переменным на 
далее. Мы далее не будем упоминать об этих 

В предыдущем параграфе на примере было показано, что ду�а 
окружности, вообще rоворя, одновременно является и линией С, л 
и линией с(т). Описанное выше построение показывает, что такая 
ситуация является типичной, во всяком случае, если речь идет 
о ближних полях. Незамкнутая линия С может быть дополнена 
и до контура с0, и до контура c�m). Если оба поля собственных 
колебаний можно аналитически продолжить и если можно 
построить контур �. лежащий в общей области аналитичности 
двух полученных полей ;;(r,!f') и Jm)(r,!f'), то на � неполны как 
система полей, созданных электрическими токами на С, так и 
система полей, созданных магнитными токами, расположенными 
на этой линии. Как и для диаграмм (ер. (5.22) ) легко показать, 
что полями токов обоих типов вместе можно аппроксимировать 
лкЮое поле на �. 

3. Может оказаться, что область аналитичности поля ;;(r,!f'), 
получающегося аналитическим продолжением поля собственноrо 
колебания из области, лежащей внутри С0, за линию С0, не 
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содержит всего контура С0• В нашей задаче нужно только, чтобы 
л 

эта область содержала всю линию С. Если особые точки этого 
поля лежат на С , то, очевидно, с этим полем не может быть 

доп . л 
связана функция ортогонального дополнения F(�) в пространстве л 
диаграмм, создаваемых токами на С; однако это может быть 
вызвано неудачным выбором линии С . Может существовать 

ДОП л л 
другое поле u(r,�), связанное с той же особой линией С, но с 
другим контуром С0, не имеющее особенностей во всей плоскости. 
Напомним, что существование хотя бы одного такого поля уже 
означает, что система диаграмм неполна. 

Однако если на самой линии С есть точки, в любой окрестности · 

которых не существует аналитического поля, т.е. точки, в которых 
любое решение волнового уравнения, равное нулю на С, имеет 
особенность, то С не явля�тся особой линией. Такой точкой, в 
частности, может быть угловая точка, в которой встречаются два 
отрезка различных аналитических кривых, составляющих линию 
С. Если угол а между двумя касательными в этой точке не 
является рациональной частью :а, то в ней любое решение 
волнового уравнения имеет особенность. Доказательство, по 
· существу, повторяет аналогичное рассуждение, приведеиное в 
§6,п.2, где .оно относилось к линии, составленной из двух 
пересекающихся прямых. В локальной полярной системе ко
ординат (p,tp) с центром в вершине угла и осью, направленной 
вдоль одной из касательных, поле равно pv sin(vtp) + O(pv + 1) 
(kp « 1 ) . 

Так · как sin(va) = О, то v должно иметь вид v = tлla 
(t = 1 ,  2, . . .  ) . Та же функция должна описывать поле и при 
tp > а, иначе не будет аналитичности. Следовательно, должно 
быть sin(2:av) = О, т.е. v должно быть целым числом (впрочем, 
это следует и из того, что поле -pv) , тогда а/п-отношение двух 
целых чисел. В противном случае упомянутая задача Коши вблизи 
угловой точки не имеет решения даже в малом (как однозначная 
функция) . 

4. Некоторые примеры § 1 1  можно рассматривать и как л 
реализацию этой техники--дополнение С до с0 и аналитическое 
продолжение. Вернемся, например, к 
полю 0 1 . 1 ) ,  ну левой линией которого 
является дуга окружности; например, 
при ka = 5,0 v = 1 ,9. Построим 
криволинейный треугольник, состоящий 
из дуги r = а и двух лучей � = О и 
� = {3, где угол {3 находится из условия 
sin(v {3) = О; такой треугольник будет 
контуром С0 . При v = 1 ,9 угол {J может 

\ 
\ 
�о 

р _3 _ _ _  _ 

Рис. 1 2 . 1  
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принимать одно из трех значений: f3 = 0,53 л: , f3 = 1 ,06 л: и 
f3 = 1 ,6 л:. Первый из треугольников представлен на рис. 12. 1 .  

" 

Весь он не может быть линией С, так как угол между его 
сторонами есть иррациональная часть л:. Центр окружности не 
может находиться внутри �; r = О есть особая точка поля л 
u(r,rp) (см. ( 1 1 . 1 ) ) .  Однако отрезки обоих радиусов при r > О  

л 
могут быть включены в С. Если центральный угол дуги 

· мерезонаясной окружности при ka = 5,0 меньше 0,53л:, то 
резонансный треугольник может быть таким, как на рис. 1 2. 1 .  
Если этот уrол больше 1 ,6 л: ,  то такой резонансный к9нтур С0 
построить нельзя. Сама дуга при этом продолжа<!т быть особой 
линией, как нулевая линия поля ( 1 1 . 1 )  при "1.-р 1 ,9; однако 
добавление двух лучей лишает ее этого свойства. 

л Поле u(r,rp) , описываемое формулой ( 1 1 .6) , тоже может 
рассматриваться как поле собственного колебания некого контура 
С0 и аналитическое продолжение этоrо поля. Контур С0 содержит, 

л 
кроме линии С (дуга мерезонаясной окружности) ,  еще дугу 
большего (рис. 12.2а) или меньшего (рис. 1-2.26) радиуса с тем 
же центром и два отрезка лучей rp = О и rp = {3, где f3 связано с 
выбранным значением v тем же условием sin(v/3) = О. Радиус с 
второй дуm находится из очевидного условия, следующего из 
( 1 1 .6) : 

. 

N (ka) J (kc) - J (ka) N (kc) = О. v v v v ( 12 . 1 )  
л 

Наnример, если выбрано v = О, то для С в виде дуги окружности 
ka = 5,0 для kc получатся значения kc = 8 , 17  (рис. 1 2.2а) и, л 
kc = 1 , 1 9  (рис. 12.26) . Если в ( 12 . 1 )  заданы оба радиуса, т.е. С 
состоит из дуг двух концентрических перезонаясных окружностей, 
то ( 12 . 1 )  есть уравнение для v. К этим двум дугам можно 
прибавить еще два луча (при r > 0) , сохранив свойство составной 
линии с0 (криволинейного четырехугольника) быть особой. 
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Связь между nостроениями § 1 1  и соображениями, изложен
ными в этом пункте, совершенно тривиальна. Она состоит в том, 

л л 
что в поле и(Nр), нулевой линией которого является С, могут л 
быть еще и другие нулевые линии. Их можно добавить к С, и л 
если из них и из данной линии С можно составить контур С0, 
то он будет резонансным, и nоле ;;(r,!f) внутри с0 будет nолем 
собственного колебания, а вне с0-аналитическим nродолжением 
этого поля. 

Соnоставим условия, существующие для замкнутых и незам
кнутых особых линий. Замкнутая особая линия-обязательно 
резонансный контур; наnомним, что это условие недостаточно, 
чтобы контур был особым. Такая линия может быть особой только 
на счетном множестве частот. Незамкнутая особая линия является 
частью бесконечного (континуального) множества резонансных 
контуров. Она может оказаться особой в непрерывной полосе 
частот. 

Другими словами, ограничения на аnnроксимацию произволь
ных nолей и диаграмм для незамкнутой линии сильнее, чем для 
замкнутой. 

Наnомним, что и в проблеме реализуемости ситуация ана
логична-класс диаграмм (nолей), которые могут быть созданы 
токами, расnределенными на замкнутых линиях, шире, чем класс 
полей, которые могут создать незамкнутые линии. 

1. Простейший сnособ формального построения аналитичес
кого продолжения nоля U{r,!f) собственного колебания, существу
ющего внутри резонаиеного контура с0, состоит, вероятно, в 
следующем. 

Построим некоторую нерезонансную окружность с центром в 
начале координат, целиком лежащую внутри с0• Разложим поле 
л u(r,!f) на ней в ряд Фурье : 

(12.2) 

Коэффициенты В n очевИдНым образом связаны с коэффициентами 
С в разложении · (5.8) , В = С J (ka), где а-радиус окружности. n n n n . 
Разложение (5.8)-единс.твенное, поэтому при любом г поле и его 
аналитическое nродолжение в точках, в которых оно существует, 
представимо в виде 

(12.3) 
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Вопрос об аналитическом продолжении и его особенностях 
сводится к вопросу о сходимости ряда ( 12.3) , т.е. о скорости 
убЪIВания. с номером n коэффициентов Bn в ( 12.2) . 

У становим сначала в этих терминах условие, nри котором ряд 
(12.3) сходится на бесконечности, т.е. nри r ... оо, Тогда он 
nредставляет собой функцию, асимптотика которой при r -+ оо 
имеет вид (5.9) . Выражая коэффициенты С

п 
в (5.8) , (5.9) через 

Bn в ( 1 2.2) , получим 

л в 
F(tp) = })i)n1 (Za) cos(ntp) 

n j ,  
л ��� 

( 12.4) 

и квадрат нормы функции F(tp) равен, с точностью до множителя, 

(12.5) 

(слагаемое n = О имеет еще коэффициент 2) . 
Дебаевекая асимnтотика цилиндрических функций (n » ka, 

n » 1 )  есть 

1 (ka) = _1 _ (eka) п. 
n V�n 2n ' н<2) (ka) = i - Г2 (�) n. n V IOi eka ( 12.6а,б) 

Вторая из этих формул нам понадобится далее. Асимптотяка 
коэффициента B/ln(ka), согласно 02.6а) , есть п-я степень 
отношения aof а, где 

а = l_ lim (п I B  r 1 1n). ( 12.7) О ek n ,.. ""' 
n 

Эта величина выражается через В такой же формулой, которой n 
в (3. 1 2) так же обозначенная величина вQражалась через 
коэффициенты Фурье пекоторой функции, вопрос о реализуемости 
которой исследовался в § 3. 

Таким образом, зная асимптотИiсу (при n -+ оо) коэффициентов 
Вп в ( 12.2) , надо вычислить а0 по ( 12.7) . Если а0 > а, то ряд 

0 2.4) не существует, т.е. аналитическое продолжение функции 
02.2) при r -+ оо без особенностей невозможно. Если а0 < а, то 

л 
ряд ( 12.4) сходится, функция F(tp) имеет конечную норму, и поле 
л и(r,tp) (см. ( 12.3)) не имеет особенностей при всех r, включая 
r -+  оо, контур С0 и любая ero часть являются особой линией. И, 82 



л 
наконец, если а0 = а, то функция F('f) существует, но содержит 

о-функции, норма ее бесконечна, так что система диаграмм; 
создаваемых токами на С0, полна. 

Рассмотрим подробнее ситуацию, когда а0 > а (в частности 
а0 = оо) , т .е. 1 В n 1 при n -+ оо недостаточно быстро стремится к 
нулю, чтобы существовала функция ( 12.4) . На любом конечном 
расстоянии r = R <R > а) аснмптотика при n -+ оо коэффициента 
Фурье функции 'i;(R,!f) (см. ( 12.3) ) есть, согласно (12 .6а) , 
Bn(R/a)n. Определим число 

l = lim 1 В l l ln. 
n ... ос n (12.8) 

В отличие от выражения для а0 (см. (12.7) ) ,  в ( 12.8) под 
знаком предела нет множителя n. Если l > О, то а0 = оо ,  а если 
а0 < оо, то l = О. Величина l, разумеется, меньше единицы, в 
противном случае ряд ( 12.2) не сходился бы (если l > 1 ,  то 
В n -+ оо при n -+ оо) или сходился бы к обобщенной функции (при 
l = 1 В -+ 1 при n -+ ос:>) ,  а по условию окружность r = а целиком n 
лежит в области, в которой u(r,!f) не имеет особенностей. с 
обозначением ( 12.8) коэффициент Фурье функции 'i;(R,!f) имеет 
при n -+ оо асимптотическую оценку (Rl/ а)п. При R < а/ l ряд 
сходится, т .е. внутри окружности r = а/ l аналитическое продол
жение не имеет особенностей. При R >а! l ряд расходится. 
Ближайшая к на�алу координат особенность аналитического 
продолжения поля u(r,'f) находится на окружности г =  a/l. 

Разумеется, величина а/ l не зависит от выбора радиуса 
окружности а до тех пор, пока окружность находится в области 

л 
аналитичиости поля u(r,!f). Это следует непосредственно из 02.3) . 
При переходе от окружности г = а к окружности r = Ь ко
эффициенты В умножаются на J (kb)/J (ka). Асимптотически это n n n 
отношение равно {Ь/ а)п, и число l, определенное по ( 12.8) по 
коэффициентам Фурье на окружности r = Ь, больше, чем число 
l, вычисленное по коэффициентам для r = а, в Ь/ а раз, так что 

. отношение радиуса окружности к l не зависит от этого радиуса. 
Если R <а/1, то внутри окружности r = R поле 'Щr,!f) не имеет 

особенностей, и на этой окружности, которая при этом может 
играть роль контура I (см. § 10) ,  можно ввести функцию л 
V(а)-функцию ортогонального дополнения д:ля полей на I,  

л 
созданных токами на С. Квадрат нормы этой функции, согласно 
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00.9) и соотношению между Bn и Сп, равен (с точностью до 
множителя) 

( 12.9) 

Согласно обеим формулам 0 2.6) , асимптотяка п-го члена этого 
ряда есть (Rl/a)2n. Мы вновь получаем тот же результат, что и 
выше, с �ебольшим уточнением-на самой окрхжности г = а/ l 
функция V(a) содержит о-функции. При r -i.. a/1 V(a) существует, 
а за границей этой окружности система пJ#.ей ,  созданных токами л /� 
на С, полна. 

Особая ситуация возникает, если 1 В n 1 убывает таким 
образом, что 

l = О, а0 = со, ( 1 2.1 0) 

например, при Bn = О  (n-n12). Радиус сходимости ряда ( 12.9) 
равен бесконечности, а ряд < 12.5) расходится. Какими свойствами 
при этом обладает ряд ( 12.3) ? Вопрос этот принадлежит не 
проблеме аппроксимируемости, а происходит от известной кажу
щейся противоречивости дебае:вской асимптотики (см. 0 2.6а)) , 
справедливой при n » ka, и хавкелевекой асимптот:и;ки, спра-
ведливой при ka » n. Чем больше kR, тем при бОльших номерах 
n начинается убывание функции 1 n(kR). Ряд (12.3) при условиях 
(12 . 10) сходится неравномерно, т.е. он сходится при любом R 
(так как l = 0) , ио с ростом kR растет число слагаемых в нем, 
после которых они начинают убывать, и при kR ..... со это число 
становится бесконечным, т.е. ряд не сходится (так как а0 = со ) . 

В конце этого nункта мы приведем несколько примеров. Они 
совершенно элементарны и, по существу ,  иллюстрируют лишь 
свойства формул, описывающих поле внутри с0, .если эти формулы 

. применять к точкам вне С0. 
Для резонансного nрямоугольника со сторонами л./ (k cos {3) и 

л.l(k sinf3) (см. (6. 14) )  поле собственного колебания внутри С0 
описывается формулой (6. 1 2) .  Коэффициент Bn пропорционален 
интегралу 
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здесь а-радиус окружности в ( 12.2) , а не сторона nрямоугольника, 
как в §6,ii.4. Этот интеграл сводится к функции J11(ka), так что 
для этого случая а0 = а. Аналитическое продолжение, оnисываемое 

�ядом ( 12.3) , сходится nри всех r (так как l = 0) , но функция 
F(rp) имеет бесконечную норму; этот результат в (6. 17) был 
nолучен непосредственно. 

Для криволинейных четырехугольников рис. 1 2.2 поле собст
венного колебания внутри с0 дано в 0 1 .6) . Для того чтобы 

продолжить это nоле вне С 0 по методу этого пункта, надо 

перенести начало координат в какую-либо точку О',  лежащую 
внутри С0, например, в точку с координатами r = Ь, rp = О. 
Функции J (kr) cos (vrp) и N (kr) cos (vrp), входящие в nоле у у 
собственного колебания 0 1 .6) , надо выразить в новых координатах 
p,tp, с центром в точке 0'. По теореме сложения 

1:11> 

Zy(kr) cos(vrp) = L zy + n(kb)JII(kp) cos (mp), 
n - со  

( 12 . 12) 

где Z -любая цилиНдрическая функция. Для N формула 0 2. 1 2) v v 
справедлива только nри р < Ь. Коэффициент В состоит из n 
слагаемых, nропорциональных nроизведениям Jv + 11(kb) l11(ka) и 
Nv + 11(kh) J 11(ka). При n -+ со первое из них очень мало, второе 

имеет порядок (а/ h)
11 

согласно 02.6). Следовательно, а0 = оо (см. 
( 12. 7)) ,  l = а/ h (см. (12.8)) .  Ближайшая к О' особая точка 
аналитического продолжения лежит на окружности радиуса а/ l, 
т.е. на окружности р = h, в центре кривизны обеих кон
центрических дуг. И этот пример-проверка того, что в элемен
тарНhlх задачах nредложенный аппарат приводит к nравильным 
результатам. 

6. Изложенный в предыдущем nункте метод аналитического 
продолжения поля, заданиого на окружности, во внешнюю область 
по существу повторяет метод аналитического продолжения nоля, 
заданного на бесконечности, во внутреннюю область. Именно этот 
последний метод привел к условию реализуемости диаграммы:, 
сформулированному в §З,n.2 и состоящему в том, что особенности 
поля, т.е. создающие его токи, должны находиться внутри и на 
окружиости радиуса (3. 12) ,  где А -коэффициенты фурье-диаг-п 
раммы F(rp) (см. (3. 1 1 ) ) .  Это условие можно получить исследо
ванием области сходимости ряда 

( 12. 13) 
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асимптотика которого при r -+  оо равна e-ikrF(If')l..ffr. Подставляя 
асимптотику при n -+  оо An = (a0ek 1 2п)п, следующую из опреде
ления а0 (см. (3. 1 2) ) ,  и дебаевскую асимnтотику 02.66) для 
н(r)(kr), получим, что коэффициент в ряде Фурье ( 12. 13) имеет n 
порядок (nри n -+  оо) (aofr)n, так что ряд сходится для r > а0 и 
расходится для r :S а0• 

Задача о локализации особенностей поля, имеющего данную 
асимптотику при r -+  оо, т.е. данную диаграмму, исследовалась и 
многими другими методами. В частности, меторами� основанными 
на изучении поведения диаграммы F(lf') в фу)uщии комплексного 

о ) "' 
угла 1/' = 1/'' + i 1/' [24} . При этом получал:Ие!: условия на F(lf'), 
которые тождественны сформулированным требованиям о скорости 
убывания коэффициентов Фурье. 

Задача о nродлении поля из области внутри С0 во внешнюю 
область исследовалась в ряде математических работ, в К<JАОРЫХ 
применялись методы аналитической теории решения и(х, у) 
волнового уравнения как функции tr:омпле/Ссных переменных 
х = х' + ix"; у =  у' + iy" [25, 26] . При этом используется тот 
известный факт, что оператор Лапласа (2.4) в областИ комплек
сных (х,у) имеет комплексные характеристики, так что эллиптиче
ское волновое уравнение (2.2) приобретает некоторые свойства 
гиперболических уравнений. В частности, вдоль таких комплекс
ных характеристик переносятся особые точки поля. Особые точки 
с вещественными координатами при таком рассмотрении представ
ляют собой «СЛед» этих комплексных характеристик. 

Как и более элементарный метод, изложенный в nредыдущем 
пункте, метод, основанный на теории функций нескольких 
комплексных переменных, является, как и всякий метод ана
литического nродолжения, некорректным. Имеется в виду, что 
малое изменение формы контура может привести к очень сильному 
изменению свойств аналитического продолжения, например, к 
появлению или к исчезновению особенностей; корректность имеет 
место только в классе аналитических деформаций. Это-не дефект 
метода, а свойство самой техники построения ;;(r,lf') вне с0 как 

аналитического продолжения поля �r,l{)) в области внутри с0. 
Мы с этим столкнулисъ уже, например, при рассмотрении угловых 
точек, в которых возможность аналитического продолжения 
зависит от вопроса-бессодержательного с точки зрения физика
о том, является ли угол а рациональной или иррациональной 
частью :ll. 

В следующей главе, особенно в §16,  мы увидим, что между 
двумя случаями: «Линия-особая» и «линия-неособая, но близкая 
к особой»-практически нет различия. Апnроксимруемость полями 
токов на С в первом случае требует токов с бесконечно большой 
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нормой, во втором-с очень большой нормой. Поэтому и 
л 

представляют интерес такие методы nостроения U(r,if!) по его 
нулевой линии, которые обладают достаточной «грубостьЮ>>, чтобы 
не замечать различия между этими двумя случаями. Метод, 
изложенный в следующем пункте, этим свойством «грубости>> 
обладает в полной мере. 

7. Эффективный численный метод нахождения аналитического 
продолжения поля собственного колебания за границу резонансной 
области может быть развит на основе метода вспа.могательных 
источников-того его варианта, который исnользует идею к.олла· 
кации l27, 281 . В применении к проблеме с�енных колебаний 
метод состоит в том, что на векоторой линии, окружающей 
резонансный контур (на вспомогательном контуре) располагаются 
«достаточно часто» всnомогательные источники, каждый из 
которых создает поле an flo2)(kp n) , где р n -расстояние от точки, 
в которой расположен п-й вспомогательный источник. Амплитуды an источников определяются из системы линейных уравнений, 
которые получаются · из требования, чтобы суммарное поле всех 
источников было равно нул10 в некоторых точках-точках 
коляакации-выбранных «достаточно чаСТО» на резонансном кон
туре. На резонансных частотах эта однородная система имеет 
нетривиальное решение. 

Внутри резонансного контура поле этих источников с найден
ными коэффициентами а является полем собственного колебания. n 
В кольцевой области, лежащей между всnомогательным и 
резонансным контурами, это поле является аналитическим п� 
долженнем собственного колебания за границу резонансного 
контура. 

Вспомогательный контур должен быть выбран таким образом, 
чтобы в этой области не было особенностей аналитического 
продолжения. Если вспомогательный контур выбран слишком 
далеко от резонансного, так что какая-либо особенность оказы
вается внутри кольцевой области, то метод, разумеется, не может 
быть реализован, ибо поля точечных источников нигде (кроме 
точек, где расположены источники) не имеют особенностей. Это 
проявится в том, что nроцесс оnределения собственной частоты 
и амплитуд an не будет сходиться с увеличением числа источников 
и числа точек коллакации. Это свойство позволяет в принципе, 
выбирая все более широкий вспомогательный контур, находить 
особые точки аналmическоrо nродолжения. Метод особенпо хорошо 
сходится, если всnомогательный контур проходит через ближай
шую к резонансному контуру особую точку. Разумеется, так 
можно найти только особые точки, не очень далекие от 
резонансною контура. Этот метод nрименим к сколь угодно 
сложным резонансным контурам, даже если для них невозможно 
поле собственного I<:олебания заnисать в виде явной формулы. 
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Как Показали чиСленные эксnерименты, если резонансный 
контур имеет криволинейные участки, центр кривизны которых 
лежит вне резонансной области, то они являются особыми точками 
аналитического nродолжения. Простым nримером являются кон
туры рис. 1 2.2. НаnомнИм, что существование особых точек 
аналитического nродолжения означает, что nоля полной системы 
токов на таком резонансном контуре создают nолную систему 
диаграмм, т.е. что такими nолями можно аnnроксимировать любую 
диаграмму. Отсутствие особых точек означает, что контур-осо
бый, и почти любую диаграмму нельзя аnпроксимировать токами 
на нем. Для выпуклых резонансных контуров�. тые nримеры 
не nозволили обнаружить особые точки. Таким . 

, 
разом, если два 

изоmутых зеркала расположены «параллельн ".l1друг другу, то 
токами на них можно аnпроксимировать любые· диаграммы, если 
зеркала изоmуты в одном наnравлении (на контуре есть воmутые 
участки) , и нельзя апnроксимировать nочти любые диаграммы, 
если зеркала изоmуты в противоnоложных наnравлениях (весь 
контур выnуклый) .  Подчеркнем, что это-не четко сфор
мулированное утверждение и не математически доказанный 
результат, а лишь качественный вывод из нескольких численных 
экспериментов [27] . 

· 

Опишем возможную модификацию оnисанного метода, которая 
nозволит, может быть, nрименять его в тех случаях, когда 
аналитическое nродолжение нигде не имеет особенностей, 
и находить это продолжение на всей nлоскости. Тогда су-л 
ществует функция ортогонального доnолнения F(f/') ,  и предл-
агаемая модификация nозволит приближенно определить ее. Идея 
модификации состоит в том, чтобы отнести вспомогательный 
tеон.тур н.а бесtеон.ечн.ость. 

Возьмем в качестве вспомогательных nолей не цилиндрические, 
а nлоские волны, nриходящие из наnравлений 1' = 1' n' где 1' n 
(n = l ,  2, . . .  , N) nринимает «Достаточно частые» значения в 
интервале О, 2я. Всnомогательное поле будем искать в виде суммы 
таких волн: 

л 2я N 
u(r, 1') = N 2: an exp [ikr cos (1' - 1'n)] . ( 12.14) 

Это поле должно обращаться в нуль в N точках на резонансном 
контуре. У nомянутая выше кольцевая область распространяется 
nри этом на всю область, внешнюю no отношению к резонансному 
контуру. Если в этой области нет особых точек, то процесс 
определения резонансной частоты и амплитуд an должен nри 
N ...., <Х> сходиться. 

Асимптотика при r -.. оо поля ;l(r,f/') содержит незоммерфель
довское (нарушающее условие излучения) слагаемое, которое есть 
сумма д-фу_ркций от аргументов 1' - 1' п' умноженная на 
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ехр (ikr)/Vkr (см.л (6. 16) ) .  Обозначив угловую зависимость этого 
слагаемого через F N(rp), получим, с точностью до несущественного 
множителя 

(12. 15) 

л 
Функция F N(rp) имеет бесконечную норму. Можно построить 

л 
функцию F(rp) с конечной нормой, которая при N » 1 будет близка л 
к F N(rp) в том смысле, что для любой функции f(rp) 

(12 .16) 

Расположим точки rpn на интервале О, 2л:. равномерно, так что 
расстояние между соседними точками равно 2л:/ N. Определим л л 
функцию F(rp) так, чтобы в точках rp = rp� F(rp) = an, а в 
промежуточных точках она менялась «достаточно гладко». Левая 
часть равенства ( 12. 16) есть, согласно (12. 15) , предел суммы 

2л: N , 
л 

-"'а f *(rp ) , и по определениЮ функции F(rp) эту сумму можно 
N ..LJ n n · 

2л: N л 
записать в виде N _LF(rp n) f(rp n). Она равна интегральной сумме 

для интеграла, стоящего в правой части равенства (12 .16) ,  т.е. 
ее предел равен этому интегралу, что и утверждается в (12 .16) .  

Примем, что N-четное число. Тогда для любого угла rp . n 
можно указать такой угол rp , что rp - rp = ±л. Коэффициенты т т n 
однородной линейной системы, из которой определяются числа 
а , т.е. значения экспонент в (12.14) , меняются на комnлексно n 
сопряженные, если заменить в них угол rp n на rp т' где углы 
связаны этим условием. Поэтому, если n и т связаны этим л 
условием, то а = а• . Следовательно функция F(rp) обладает n т л л 
свойством F(rp + л) = F*(rp), необходимым и достаточным (см. л 
(5. 17) )  для того, чтобы F(rp) могла быть ортогональным допол-
нением. л 

Значение функции F(rp) при rp ;t:. rp не существенно, так как n 
эта функцИя участвует всюду лишь в качестве сомножителя под 
интегралом типа (12.16) . Чтобы не превышать допустимую 
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уравнение r = r2(tp), где r1 (tp) ;!!: ritp) , и для любого tp 
1 r1 (tp) - r2(tp) 1 :5 е. 

л 
Построим вспомогательное поле v (r,tp) вещественное 

решение волнового уравнения без особенностей, которое не равно л ' 
тождественно нулю на С1 и обращается на ней в нуль в тех 

л л 
точках, в которых ди1 (r,tp)/ дN = О; N - нормаль к С1 • Построить 
такое поле можно, например, _ в форме ряда (9.2) , потребовав, л 
чтобы он обращался в нуль в упомянутых точках на С1 и был 

. л  
равен единице в какой-либо другой точкi на С1 •  

л j ;  
Построим затем искомое поле и2 (r,-!p) по формуле 
л л л и2 (r, tp)= и1(r, tp)+ pv(r, tp), (9.5) 

где число 11- мы выберем далее. Пусть r= r2(tp) есть его нулевая 
линия. Надо показать, что можно выбрать такое р, что при всех tp l r2(tp) - r1 (tp) 1 :5 е. л л 

По определению линий С1 и С2 
;;1 [rl(tp) ,  tp] = О, ;;2 [r2(tp),tp] = О. 
Поэтому 
л л , л и1 [ritp),tp] - и1 [r1 (tp),tp] + f-lV [ritp),tp] = О. (9.6) 

Так как функция t;'1 (r,tp) непрерывна, то !;'1 [r2(tp),tp] -
- ;;1 [r1 (tp),tp] = a(tp) Iritp) - r1 (tp)] ,  где a(tp) - конечная функ
ция, равная нулю только в точках, в которых at;'1 1 дN = О. С 
т9-_чностью до члх_нов второго порядка можно в (9.6) заменить 
f-lV [ritp) ,tp] на pv[r1 (tp), tp] . Тогда (9.6) примет вид 

(9.7) 

Коэффициент при р конечен и отличен от тождественного нуля, 
так была построена функция ;(r,tp). Обозначим его наибольшее 
значение буквой А, и выберем р = е/А. Тогда из (9.7) следует 
искомый результат. 

Справедливо и более простое утверждение: в окрестности (в 
метрике L2) любой функции ортогонального дополнения сущест-
вует другая функция ортогонального дополнения. Напомним, что л 
функция F(tp) должна подчиняться единственному условию (5. 1 7) .  

л 
Любая функция, близкая к данной F(tp) в интервале (0, л;) , может 
быть дополнена в интервале (л;, 2л;) таким образом, чтобы 
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л 
выnолнялось условие (5. 17) .  Тогда она будет близка к F(rp) в 
nолном интервале. Заметим, что из этого обстоятельства и из 

л неnрерЬIВности nолей u(r,tp) также можно доказать утверждение, 
сформулированное в начале этого nункта. 

Выражение «особых линий очень много», которое мы неодно
кратно уnотребляли, nодразумевает сформулированные в пос
ледних двух nунктах свойства этих линий. По существу, эти 
свойства являются следствиями лишь того, что nоля �(r,rp) -л 
непрерывны, а С - их нулевые линии. 

6. Уnомянем еще ОДНО СВОЙСТВО, ОТН_RСЯЩееся, строго говоря, 
не к особым линиям, а .к самим полям u(r,rp). Для любой линии 
С можно построить такую бесконечную nоследователЬность 
вещественных nолей uт(r,rp) (т = 1 ,  2, . . .  ) ,  каждая из которых 
есть решение волнового уравнения, не имеет особенностей и 
nронормирована на единицу условиями (5.3) и (5.4) , что 

liш J 1 и т t
2ds = О. (9.8) 

. т -+ "" с .  
Доказательство этого утверждения будет приведено в § 14,  n. 6. 
Из (9.8) , разумеется не следует, что существует функция, к 
которой стремятся и (r,rp) nри т -.  ао ,  и что, если такая функция т 
все же существует, то С (любая линия!) есть ее нулевая линия. 

7. Свойства магнитных особых линий С (т) (см. (5. 19) )  л 
аналогичны свойствам особых линий С. Разумеется, замкнутые 
линии С (т) должны быть резонансными контурами не для условий 
Дирихле, а для условий Неймана. 

Отметим только удобное для вычислений свойство, слеi3Ующее 
из того, что условие (5. 19) равносильно условию, что С (т) в 
каждой точке касается вектора grad �т)(х, у). Если уравнение 
линии С (т) записано в форме у = у(х), то 

dy д�(т)(х,у) 1 ду 
dx = д� (т)(х,у) 1 дх. (9.9) 

Линии С (т) являются интегральными кривыми уравнения (9.9) . 
В частности отсюда следует, что при заданном nоле �т)(х, у) 
почти через каждую точку плоскости можно провести линию 
с <т>. 



Г л а в а III. НЕАППРОКСИМИРУЕМОСТЬ 
БЛИЖНИХ ПОЛЕЙ "� 1 '  

j ;  / �  
§ 1 О.  Условия аппро:ксимируемости для блli;tних полей 

1. Выше мы обсуждали ограничения, которым поля токов, 
расположенных на особых линиях, подчиняются на бесконечно 
большом расстоянии от этой линии, т.е. ограничения (3. 15) для 
диаграмм /(tp). Однако поля таких токов подчинены аналогичным
и даже более сильным-ограничениям также и на конечном л 
расстоянии от С. Эти ограничения имеют такой же вид, как и 
(3. 15) , но относятся к самому полю и(r,tp), а не к его асимптотяке 
/(tp). 

Найдем эти условия. Построим замкнутый контур }:,  окружа-л 
ющий особую линию С. Контур должен быть достаточно гладким, 
чтобы вне }: существовали решения задач Дирихле и Неймана с 
условиями излучения, а в остальном он может быть произвольным. 
Построим на }: функцию, играющую такую же роль, как и л 
F(tp) в (3. 1 5) .  л 
л Так как линия С особая, то существует вещественное поле 
и(r,tp), равное на 11ей нулю и не имеющее ниг�е особенностей. 
Мы здесь используем отсутствие особенностей у и(r,tp) не во всей 
плоскости, а только в области внутри }:-это обстоятельство будет 
существенным для построения следующих двух параграфов. 

л л 
Обозначим значение u(r,tp) на }: через и(а), где а-координата 
на контура (0 s а s 2n) .  Решим следующую задачу Дирихле в 
области,  внешней по отношению к }: - найдем поле, удовлет-л 
воряющее однородному волновому уравнению, на }: равное u(a), 
а на бесконечности (при r -+ оо) удовлетворяющее условию 
излучения Зоммеf)фельда. Это поле будет комплексным, так как 
оно комплексно при r -+  оо. �та внешняя задача Дирихле всегда 
имеет решение, так как частота-величина вещественная. 

Обозначим через ;;'(r,tp) вспомогательное поле, равное внутри 
контура }: пол19. ;l(r,!f'), а вне �-построенному решению задачи 
Дирихле. Поле v(r, tp) всюду удовлетворяет волновому уравнению, 
удовлетворяет условию излучения; оно непрерывно, и его 
единственная особенность - разрыв нормальной производной на 
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л 
1:. Обозначим этот разрыв через v"'(a) <v"'(a) = [дv/ дN] , где 
N-нормаль к 1:) . Он является тем <<ТОКОМ>>, который создает поле л 
v(r,tp). 

Можно обойтись " без решения уnомянутой внешней задачи 
Дирихле и находить V(a) неnосредственно по известному значению л 
поля v на 1:, не nродлевая nредварительно это nоле во �вешнюю 
область. В терминах теории потенциала функция V( а) есть 
плотность простого слоя, расnределенного на 1:. Двойного слоя на 

л I нет, так как само nоле v непрерывно. Поле, созданное nростым 
л 

слоем с плотностью V(a) и удовлетворяющее условию излучения, 
есть 

«r,tp) == l· J V(o") Jlo2) (k ! r - r0 1 ) da, 
l 1: . 

( 10. 1)  

где r имеет координаты (r,tp), а r0-точка на 1: (ер. , наnример, 
(23, (3.51 )  и (3.53) ) ) .  Когда r тоже лежит на I, слева в ( 10.1 )  л 
стоит известная ф_хнкция u(a), и уравнение ( 10.1 )  становится 
интегральным для V(a). Это уравнение только свободным членом 
отличается от уравнения для тока, который возник бы nри 
дифракции на металлическом теле с той же поверхностью 1: (см., 
наnример, [ 1 7, ( 12.23) ] .  Уравнение это-уравнение nервого рода, 
т.е. некорректное, однако наличие особенности (хотя и слабой
логарифмической) в ядре nозволяет _х>ешать его относительно 
nростыми методами и ,находить «ТОК» V(a). 

Этот «ТОК» и участвует в условиях,  которым подчиняются на 
л 

I все nоля, созданные любыми токами j(s) (см. (2.6а)) на С. 
Доказательство столь же элементарно, как и соответствующее 
доказательство в § 5, n. 2. Применим к функциям u(r,rp) и л 
v(r,rp) формулу Грина во всей бесконечной плоскости. Обе функции 
удовлетворяют одному и тому же волновому уравнению и 
одинаковым условиям nри r -+  оо. Поле u(r,rp) имеет разрыв 

л л 
nроизводной на С, равный j(s). Поле v(r, rp) имеет разрыв 

л 
nроизводной на 1: ,  равНЪiй v"'(a). Формула Грина дает 

л 
J и( а) v"'(a) da = J ;; (s) j(s) ds, ( 10.2) 
1: с 

л 
где и(а)--значение функции u(r,tp) на I,  v(s)-значение функции 
л л л л л 
v(r,rp) на С. Так как на С функция v(r,tp) совnадает с u(r,rp), т.е. 
согласно (5.7) равна нулю, то nри любых токах j(s) правая часть 
( 1 0.2) тоже равна нулю, и, следовательно, л J u(a) v*(a) da = О. 

1: 
( 10.3) 
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Из (10.3) вытекают те же свойства системы nолей и(а), 
�оторые следуют из (3. 15) для системы диаграмм /(q>). Полная л 
система токов j(s) на С создает на любом контуре .1:, окружающем л 
С, непОЛJtую систему полей и(а), функцией ортогонального л 
доnолнения этой системы является функция V(a) (см. ( 10. 1 ) ) .  
Функциями и(а) можно апnроксимировать только такие функции 
U(o'), заданные на I, которые удовлетворяют условиям 

л 
ь1:. = f и (а) v"'(a) da = о. 

1:. 
( 10.4) 

j i  л 
Повторяя соображения § 3, n. 5, заметим, � если на С 

обращается в нуль несколько функций ;;(Np), то на одном и том 
же контуре I будет существовать не одна функция ортогонального л 
доnолнения V(a) , а несколько. Тогда для аnnроксимируемости 
какой-либо функции U(a) необходимо, чтобы она бьrла ортого
нальна всем этим функциям. Ортогональность всем линейно 
независимым функциям ортогонального 'доnолнщшя является 
достаточны:м условием аппроксимируемости U(a). л 

Если нормировать функции ортогонального доnолнения V( а) 
условием 

J 1 V(a) 1 2 da = 1 
1:. 

(10.5) 

(отличным w нормировки, которая получается из ( 10 . 1 )  при 
нормировке u(r,q>) по (5.4)) ,  то минимум невязки, т.е. квадрата 
расстояния (аналогичного (3.216))  между какой·либо заданной л 
функцией U(a) и полем, созданны:м любым током на С, будет 
величина 1 Ьт, \ 2 [ер. (3.20а)] ,  т.е. 

J \ U(a) - и( а) \ 2 da � 1 b:t 1 2• 
1:. 

( 10.6) 

Например, если ток расположен на дуге окружности (ток, 
индуцированный на цилиндрическом зеркале) , и для векоторого 
n имеем J n (ka) = О (а-радиус окружности) , то на любой 
окружности, концентрической с данной и большей, чем она, 
отраженное nоле может аппроксимировать какую-либо функцию 
с точностью не большей, чем квадрат модуля ее п-го ко
эффициента Фурье. л 

2. Если в качестве контура I, окружающего особую линию С, 
выбрана окружность, то можно решить уnомянутую за�чу 
Дирихле аналитически и получиh'> явное выражение для V( а) 
через коэффициенты Фурье поля u(r,q>), аналогичное выражению . л 
(5.9) для функции F(a). 
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л 
Обозначим радиус окружности 1: через R. Поле и(r,qJ) задано 

в виде ряда (5.8) ,  так что на 1: 

( 10.7) 

где вместо а введен угол f/J· Задача Дирихле при r 2: R имеет 
очевидное решение 

л 1 . н<2> (kr) v(r,tp) = l:cnJn (kR) н<;> cos(nf{J), ( 10.8) 
fГ (kR) 

в котором обеспечены выполнение условия излучения и непре
рывность при r = R. Учитывая выражение для вронскиана л 
цилиндрических функций, найдем для V(f{J) (см. ( 10. 1 ) ) ,  т.е. для 
разности нормальных производных поля (5.8) при r s R и поля 
�r,qJ) (см. ( 10.8)) при r 2: R, выражение 

л 2i l V(f{J) = --R � С 
н<2> cos(nf{'). 1t � n (kR) n 

л 
Это и есть искомое явное выражение для V(f{J ). 

( 10.9) 

При R .... оо, т.е. когда окружность 1: уходит на бесконечность, 
V(f{J) только множителем k отличается от �(f/') eikR/VfR, как это 
и следует из сопоставления (10.3) и (3. 14) .  При любом конечном 
R множитель 1 /  н<2>(kR) убывает с ростом n при n » kR. Поэтому n 
коэффициенты ряда Фурье С JJIZ}(kR) (см. ( 10.9) ) с высокими n n 
номерами меньше, чем соответствующий тому же n коэффициент л 
Фурье Сп(- z)n ряда (5.9) для �(f/'). Это означает, что функция 
л л V(tp) более гладкая, чем функция F(qJ). Чем меньше kR, тем при 
меньших n начинается убЬIВание коэффициентов Фурье в ( 10.9) 
по сравнению с коэффициентами Фурье в (5.9) . Чем меньше л kR, тем функция V(f{J� более гладкая, чем ее асимптотическая 
(при R .... оо ) форма F(qJ). 

Если данная функция U(a) не очень изрезана, то чем более - л 
гладкой будет функция У( а) в (10.4) , тем больше 1 br. 1 и тем 
боЛее существенНЬiм является ограничение ( 10.6) . 

В этом смысле ограничение на аппроксимируемость полей на л 
контуре .! ·тем слабее, чем на большем расстоянии от С находится 
этот контур. Эти ограничения убывают при удалении от токов, 
создающих поле и(r,qJ); менее всего они проявляются для 
диаграмм. В .следующем параграфе мы столкнемся с ситуацией, 
когда эти ограничения существуют только до векоторого конечного 
расстояния: от токов, а на бОльших расстояниях они не просто 
ослабевают, а пропадают. 
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Проиллюстрируем это убывание на примере резонансноrо 
прямоуrольника (§ 6,п.4) . Он не является особой линией в смысле, 
которому этот термин был придан в J 6, так как интеграл (5.4) 

�я соответствующей ему функции F(rp) не существует. Однако 
. для любоrо конечноrо контура � интеграл в ( 1  0.5) существует, 

токи на нем создают неполную систему полей на �. 
Рассмотрим для простоты записи квадрат; для неrо 

л лх лу и(х, у) = cos- · cos -, 
а а 

00. 10) 

где а-сторона квадрата, а центр системы к90рдинат-в центре 
квадрата. Контур �-окружность r = R. На fi' поле ( 1 0.9) имеет 

.1 '  вид _.;,t,J 

�(R,rp) = cos (* cos rp) cos (* sin rp) , ( 1 0. 1 1 )  

где k = лV'I 1 а-резонансная частота. Разлагая эту функцию в ряд 
Фурье, получим для нее, разумеется, ряд типа ( 10.7) . Ко
эффициенты С

п 
отличны от нуля только для n = 4т 

(т = О, 1 ,  . . .  ) и не зависят от т. С точностью до несущественноrо л 
множителя, для V(rp) (см. ( 10.9)) будет 

л 1 1 
V(rp) = R L н(2) cos (4тrр). 

т =  О 4m(kR) ( 1 0. 1 2) 

Этот ряд сходится и интегрируем с квадратом при любых R, 
так что поля токов, расположенных на сторонах резонансноrо 
квадрата (и, вообще, резонансноrо прямоуrольника) , образуют 
неполную систему на любой окружностИ-и, вообще, на любом 
контуре, заключающем токи. Однако убывание членов ряда ( 1 0. 1 2) 
начинается лишь при 4т > kR. При kR » 1 ряд ( 10. 1 2) содержит 

мноrо высоких гармоник, и 
меняющуюся функцию. 

3. Неполную на контуре 

л 
V(rp) представляет собой бы.L-тро 

� систему функций образуют не л 
только поля u(o'), созданные токами на С, но и их нормальные 
производвые дu(r,rp )1 дN 1 �· где N - нормаль к �.  

Симметрия этих свойств функций u(r,rp) 1 � и ди/ дN l .t  есть 

очевидное проявление симметрии между электрическим и маг
нитным полями. Напомним (см.§2,п.2) , что двумерная скалярная 
задача возникает из трехмерной векторной, если в последней 
Н = О  и д/дz = О. Тогда u(r,rp) есть Е ,  а производпая ди/дN z ;; 
есть Н , где s направлено вдоль той линии, нормалью к которой s 
является N. Неполнота системы функций u(r,rp) означает, что 
произвольно выбранная функция не может быть в общем случае 
аппроксимирована полями Е ,  созданными токами, если они z 
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л 
расположены: на цилиндре, направляющая которого есть С. 
Неполнота системы: функций д и/ дN 1 � означает, что произвольно 
выбранную функцию нельзя также аппроксимировать полями 
Н , созданными такими же токами. s 

Для получен� условий типа (10.3) для ди/ дN надо при 
построении поля v(г,V') во всей плоскости решать не внешнюю по 
отношению к I: задачу ДиJ_)ихле, а внешнюю задачу Неймана. 
В�утри I: известно поле u(г,V')i вычислим по нему функцию 
д и/ дN. Затем найдем вне I: поле, удовлетворяющее условию 
излучения и имеющее на I: то же значение нормальной л л производной. Назовем w(г,V') поле, внутри I: равное и(г,У'), а вне 
- решению этой задачи Неймана. Единственной особенностью 
поля �(г,У') является его разрыв на I:. Обозначим его через л 
W(o'), 

л л W(a) = [w(г,V')] .  (10.13) 

Применим к полю u(г,V'), созданному током j(s) на С, и к полю 
л л 
w(г,V'), созданному <<магнитным током» W(a) на I:, формулу Грина. 
Получим, аналогично формуле (10.2) , 

ди л л 
-J дN W(a) da = J w(s) j(s) ds, 

� � 
л л л л л 

(10. 14) 

где,.__ w(s)-значение поля w(г,V') на С. На С поле w(г,V') совпадает 
с u(г,V'), т.е. равно л нулю, и для ди/ дN 1 �· где и(г,У') создано 
любыми токами на С, будет 

f 
ди л 

дN W(a) da = О. � (10. 15) 

Как и выше, из этого следует, что функциями ди/ дNI � можно 
аппроксимировать только такие заданные на I: функции, произве-л 
дение ( 10. 15) которых на w*(a) равно нулю, и что, при л 
соответствующей нормировке W(a), невязка при аппроксимации 
любой. функции функциями ди/ дN 1 � не меньше квадрата модуля 

л 
произведения этой функции �а w*(V'), аналогично ( 10.6) и ( 10.4) . 

Если I:-окружность, и и(г,У') при г �  R (R-радиус окруж
ности I:) дано рядом (5.8) , то решением задачи Неймана при 

л 
г >  R для w(г,V') будет, аналогично (10.8) , ряд 

л �2)(k�) 
w(г,V') = ""' С J '(kR) 

н<2> , cos(nV')· � n n (kR) n 
( 10. 16) 
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Его нормальная провзводная пр� r =  R + О  равна нормальной " 
производной u�,rp) при r = R - О, а разрыв самой функции на � '  
т.е. функция W(a) (см. 00. 13) ) ,  равна, аналоmчно (10.9) , 

" 2i 1 
W(o') = nkR �Сnн(2)' (kR) cos(nrp). 

n 
( 10.1 7) 

Асимптотяка для н<2>' (kR) при n » kR примерно такая же, n 
как и для н<2>(kR), т.е. множитель 1 /  н<2>' (kRt� бы'стро убывает n . n j ;  
с ростом n при n » kR, и коэффициенты Ф�е ряда (10. 1 7) с 
большими номерамИ меньше, чем коэффициенты Фурье ряда (5.9) " 
для F(rp). Для (10. 17) сохраняются соображения, которые выше " 
были сформулированы по поводу V(rp) (см. ( 10.9) ) ;  с удалением 
от токов запрет на аппроксимацию ослабляется. 

Так как при kR » n асимптотяка для н<n2)up30prime (kR)(kR) 
близка к асимптотяке для н<n2)(kR), то ряд (10. 1 7) ,_ как и ряд 

( 10.9) , при kR -+ оо только 'множителем ikRI..rJёR отличается о� 
" ' 

ряда (5.9) для �(rp). Это, разумеется, согласуется с тем, что в 
дальней зоне для полей, удовлетворяющих условию излучения, 
нормальная провзводная (т.е. д/ дr) любого поля только множите
лем отличается от самого поля. 

4. Построения первых трех пунктов этого параграфа почти 
автоматически переносятся на поля, созданные магнитными токами 
(2.66) , расположенными на особых линиях магнитного типа 

С( т), определеННЫХ усЛовием (5. 19) .  Мы не будем ВЫПИСЫВаТЬ 
все формулы для этого случая. На любом контуре �' окружающем 

c(m), можно построить функции, аналоmчные V(a) и W(a). Они 
входят в условия, которым на � удовлетворяют поля u(m)(r,rp) , 
созданные магнитными токами, и их нормальные провзводные 
ди(т)/дN. Формулы эти аналогичны формуле (5.21) для диаграмм 
/m)(rp) таких токов. 

Функция f<m)(a) получается продлением вспомогательного поля 
�(m)(r.,rp) , введенного в §5,п.З, в область вне � с сохранением 
непрерывности на �;  f<m)(a) ест.ь разрыв нормальной производной 
полученного этим продлением вспомогательного поля ;fm)(r,rp) . 
Функция JY<m)(a) получается продлением того же поля �(m)(r,rp), 
сохраняющим непрерывность нормальной производной; JY<m)(a) 
есть разрыв на � построенного таким образом поля ';;<m)(r,rp). 
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Упомянутые в предыдущем абзаце условия имеют �ид 

J u<m>(a)Vm)*(a) da = О; 1: ' 
Они полностью аналогичны условиям (10.3) и (10. 15) . И.з них 

следуют условия, аналогичные (10.4) и условию, сформулирован
ному после формульi (10.5) . Условия эти-условия равенства нулю 
произведения заданной функции на соответствующую функцию 
ортогонального дополнения-являются необходимыми для апп
роксимируемости заданной функции. Если для данной линии 
c(m) существует более чем одна функция J-m>(r,'f), то функций 
ортогонального дополнения как для системы функцИй 
u<m)(r,'f) 1 1: ' так и для системы функций ди(т) 1 дN 1 1: будет более, 
чем одна. Достаточным условием аппроксимируемости будет 
ортогональность заданной функции ко всем функциям ортогональ-
ного дополнения систем функций и< т) 1 1: или дu(т) 1 дN 1 1:· 

§ ll. Построение решения волнового уравнения 
по его нулевой линии; дуга окружности 

л 
л 1. Нахождение нулевой линии С заданного вещественноголполя u(r,'f) представляет собой несложную задачу. Если поле u(r,'f) 
имеет простой вид, то она решается аналитически, и, во всяком 
случае, легко решается на ЭВМ. Это относится и к особой линии 
магнитного типа c<m>, определяемой по полю �(m)(r,'f) согласно 
(5. 18) ; их построение на ЭВМ может производиться по ур�нению 
(9.9) . Далее мы в основном будем рассматривать поля u(r,'f) и 
линии с. 

Насколько нам известно, Я()ратная задача - определение 
решения волнового уравнения u(r,'f) по его нулевой линии - в 
общем виде не решена. Неизвестны и достаточные условия, при 
�оторых данная линия является нулевой линией некоторого поля u(r,'f). Во всей проблеме аппроксимируемости эта задача (и 
аналогичная трехмерная векторная задача) -одна из центральных. 
В этом и следующем параграфах будут приведены примеры 
решения этой обратной задачи в нескольких простых случаях. 
л В предыдущем параграфе мы установили, что если линия 
С-особая, т.е. диаграммами, создаваемыми распределенными на 
ней токами, нельзя аппроксимировать произвольную диаграмму, 
то полями этих токов нельзя аппроксимировать и Произвольное 
ближнее поле, т.е. поле, заданное на любом контуре �.  л л 
окружающим С и находящимся от С на конеЧJWМ расстоянии. 
При этом по определению, данному в § 5, поле u(r,'f) не имело 
особенностей на всей плоскости. Однако далхе мы будем 
рассматривать более общий случай, когда линия С есть нулевая 
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л 
линия поля u(r,tp), не имеющего особенностей только в части 
плоскости. И в этом случае мы сохраним за такой линией название 
особой, тем самым расширив понятие особой линии, и сохраним л л /'(( ) обозначения С и u(r,tp), и, аналогично, обозначения С т и 
;;<m>(r,tp ). 

Для любого контура 1:, целиком лежащего в области л л 
аналитичности поля u(r,tp), даже если вне этого контура u(r,tp) 
имеет какие-либо особенности, остается справедливым результат л 
§ 1 0-поля u(r,tp) полной системы токов, расположенных на С, 
на 1: образуют неполную систему u(o"). Это сле.!!ует и� построений 
предЬIДущего параграфа, в которых свойс�ва поля u(r,tp) вне 1: 
не играли никакой роли. Сохранится и tiредложенный там метод 
построения на I функций ортогональноrtt1 дополнения к системе 
функций и( а) (или к системе функций ди(т)/ дN) , основанный на 
решении в области вне I задачи Дирихле (или задачи Неймана) 
с условием излуЧения Зоммерфельда или на решении уравнений 
теории потенциала. 

2. В этом параграфе мы rщссмотрим задачу определения поля 
л л л 
u(r,tp) по ее нулевой линии С, когда С-дуга окружности. Так л 
как при этом С-координатная лини� системы координат, в 
которой волновое уравнение разделяется, то решение получается, 
разумеется, элементарно. Если мы ограничились бы поиском полей 
л 
u(r,tp), не имеющих особенностей на всей плоскости, то задача 
была бы решена, по существу, уже в § 6. Нас будет интересовать 
более широкий класс особых линий, так как он определен в 
предпоследнем абзаце предЬIДущего пункта. В проблеме апп
роксимируемости ближних полей существен именно этот класс. В 
этом смысле дуга любой окружности (не только резонансной) есть 
особая линия. л 

Пусть С-дуга окружности р�диуса а. Если для какого-нибудь 
n (n = О, 1 ,  . . .  ) J . (ka) = О, то С-дуга резонансной окружности, n л 
и ей . соответствует поле u(r,tp), даваемое формулой (6. 1 ) .  Это 
поле ' не имеет особенностей на всей плоскости. Поле это
единственное, с точностью до «поляризационного» вырождения, 
т.е. замены cos(ntp) на cos [n{tp - tpo)J с произвольным tp0; далее 
мы об этом вырождении упоминать не будем. л 

Пусть при всех n J !l..(ka) '# О, т.е. С-дуга нерезонансной 

окружности. Этой линии С соответствует, в частности, поле 
л . u(r,tp) = Jv(kr) stn(vtp), ( 1 1 . 1)  

если v есть корень уравнения 

J (ka) = О, v 

рассматриваемого как уравнение относительно индекса v. 
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Зависимость v от ka, т.е. зависимость индекса функции 
Бесселя от величины его корня, иллюстрируется графиками 
рис. 1 1 . 1 .  Кривая т = 1 на нем соответствует первому корню 
функции Бесселя, т =  2-второму. При ka, меньшем 2,40, 
уравнение ( 1 1 .2) не имеет решения, при 2,40 < ka < 5,52-суще
ствует одно решение, меняющееся от v = О  при ka = 2,40 до 
v = 2,2 при ka = 5,52. Этому решению соответствует кривая 
т =  1 .  При ka > 5,52 появляется второе решение для v, 
соответствующее кривой т = 2, и так далее. Например, при 
ka = 5,0 будет одно решение v = 1 ,9 (т = 1 ) .  

v 

3 

2 

2 4 6 

Рис. 1 1 . 1  

С ростом ka число значений v ,  при которых выполняется 
( 1 1 .2) , растет и примерно равно целой части отношения kа/л. 
Действительно, при небольтих v и т » v корень функции Бесселя 
асимптотически равен, с точностью до величин порядка 1 Im, 

ka = л  (т + v/2 - 1 /4). ( 1 1 .3а) 
Например, при v = 1 /2 1/ka) пропорционально sin(ka), и пос
ледняя формула принимает точный ВИд ka = лт. Количество 
корней v уравнения ( 1 1 .2) при данном ka равно количеству корней 
ka уравнения ( 1 1 .2) , меньших этого ka, при v = О (см. рис. 1 1 . 1 ) ,  

, т.е. при большИх ka равно. асимптотически kа/л + 1 /4. л 
Так как по условию С есть дуга нерезонансной окружности, 

то v, удовлетворяющее уравнению ( 1 1 .2) , не есть целое число. 
Этим определяется область аналитичности поля ( 1 1 . 1 ) .  При 
rp = +0 и при rp = 2л - О это поле имеет различные значения, 
т.е. на полуnрямой rp = О, r > О  аналитичность нарушается. Она 
нарушается и в центре окружности, при r = О, так как при 
kr « 1 �(r,rp) - ?, а v ;t:. n. Поэтому область аналитичности поля 
( 1 1 .2) состоит из всей плоскости, из которой исключена эта 
полупрямая. Так как в ( 1 1 . 1 )  множитель sin(vrp) можно заменить 
на sin [u(rp - rpo)J при любом rp0, то можно построить функцию 
�(r,rp), равную нулю на любой дуге окружности r = а  и 
аналитичную в любой области, не содержащей полуnрямую 
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- -.... <р = <р0, г <::: О. Контур I, на котором . ( "- :Е неполна система полей, создаваемых то-
,._ ()' \ ками на дуге нерезонансной окружности, 
, ..... . не должен содержать центр этой окруж-

\/ ' -.....\ , 
ности и какую-либо исходящую из нее 

� полупрямую (рис. 1 1 .2) . Напомним, что 
1 это показано только для описанного 

� л особа с элементарною сп построения поля 
"\ 1 л л 
, u(r,<p) по особой линии С. Даже и при 

........_ / таком способе, как мы увидим далее, .....___ ..,.".,."., )' л 
Рис. 1 1 _2 

можно построить д_()угие. поля u(r,<p) с 
другими областями • а.налитичности. 

Область �налитичности любоrо поля, �ноrо нулю на дуге 
нерезонанснои окружности, не содержит всю эту окружность. 
Действительно, если бы вся окружность лежала бы в области 
анали�чности некотороrо поля, а дуга этой окружности была бы 
нулевой линией этоrо поля, то и вся окружность была бы нулевой 

. линией. Это следует из того, что и ну левая линия аналитического 
поля, и окружность-аналитические линии, а две аналитические 
линии, имеющие общую часть, совпадают полностью. Однако 
окружность-нерезонансная, т.е. не существует решения волнового 
уравнения, не имеющего внутри нее особенностей, равноrо на ней 
нулю и не равноrо нулю тождественно. ПоЭ'rому областью 
аналитичности поля, рааноrо нулю на дуге нерезонансной 
окружности, не может быть вся ·плоскость. И, в частности, 
диаграммами токов, расположенных на такой дуге, может быть 
аппроксими.Щ>вана любая функция. 

3. Поле u(r,<p), равное нулю на дуге окружности, можно искать 
не только в виде ( 1 1 . 1 ) ,  но, например, также в виде 

л 
и(г, <р) = N (kr) sin(v<p), 'V ( 1 1 .4)  

г.це v есть корень уравнения 

N"(ka) = О. (1 1 .5) 

Здесь N -функция Неймана. 'V 
Зависимость v от ka, т.е. зависимость индекса функции 

Неймана. от ее корня, даваемая уравнением ( 1 1 .5) , имеет 
качественно тот же вид, что и зависимость v от ka по ( 1 1 .2) . 
Графики этой зависимости для трех первых корней 
(т = 1 ,  2, 3) функции Неймана представлены на рис. l l .З. Эти 
графики подобны графикам рис. 1 1 . 1 ,  только смещены вправо 
примерно на :тr/2. Уравнение ( 1 1 .5) не имеет корней ПPJI 
ka < 0,89; оно имеет OдJIH корень при О< ka < 3,96, два корня 
при 3,96 < ka < 7,09 и так далее. Например, nри ka = 5,0 
уравнение 0 1 .5) имеет два корня: v = 0,7 1  (т = 2) и v = 3,42 
(т = 1 ) .  
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При т »  v корень уравнения ( 1 1 .5) , рассматриваемого как 
уравнение относительно ka, с той же точностью, что и ( l l.Зa) , 
равен 

ka = :л:(т + v/2 - 3/4). ( 1 1 .3б) 

Наnример, nри v = 1 /2 N_Jka) nроnорционально cos(ka), и 
( 1 1 .36) nереходит в точную формулу: ka = л(т - 1 /2). При 
ka » 1  число корней функции Nv(ka) асимnтотически равно 
kа/л + 3/4. 

у 
4 

3 

2 

2 4 6 8 ka 
Рис. 1 1 .3 

При нецелых v область аналитичности nоля ( 1 1 .4)-та же, л 
что и nоля ( 1 1 . 1 ) .  Однако условие, что С - дуга верезонавеной 
окружн9СТИ, не нарушается, если ka будет таким, что решением 
уравнения 0 1 .5) будет целое число (v = 11-) , так как nоле ( 1 1 .4) 
и nри этом будет иметь особенность в центре круга О. Поэтому 
внутри контура :1: не должна содержаться только точка О. Контур 
:1: может быть такЩt же, как на рис. 1 1 .2, nричем два луча могут 
бЬIТЪ замевены любыми кривыми, либо состоять из двух замкнутых 
контуров, внутренний из которых окружает точку О. 

Более общим, чем ( 1 1 . 1 )  и ( 1 1 .4) , nолем, равным нулю на 
дуге окружности радиуса а, является следующая линейная 
комбинация этих nолей: 

л 
u(r, rp) = [ Nv(ka)J"(ka) - Jv(ka) Nv(ka)] cos(vrp). ( 1 1 .6) 

л 
Это nоле равно нулю на С при любом значении индекса v. В 
частности, может быть и v = О; nоэтому в (1 1 .6) мы заменили 
sin на cos. Радиус а может быть сколь угодно мал. 

При комnлексных v поле ( 1 1 .6) комплексно. Так как волновое 
уравнение не содержит комnлексных параметров, и u(r,rp) не 
nодчинено никаким условиям тиnа условия излучения, то 
вещественная и мнимая части поля, оnределяемого формулой 
( 1 1 .6) nри комnлексНЬiх v, тоже являются решением волнового 
уравнения, т.е. эта формула оnределяет два вещественных nоля, л 
равных нулю на С. Область аналитичности поля (1 1 .6) та же, 
что nолей ( 1 1 .4) и ( 1 1 . 1 ) .  

73 



л 
4. Ортогональное дополнение V(o) на контуре I, находящемся л 

в общей области аналитичности нескольких функций u(r,rp), 
раз.личны для раЗJiичных функций. Для полей ( 1 1 . 1 )  и ( 1 1 .4) их 
конечное число (как и корней уравнений ( 1 1 .2) и 0 1 .5)) ,  
примерно равное 2 kа/л:, для поля (1 1 .6) они sависят от свободного 
параметра v. 

Хотя этот параметр и может принимать любое значение, 
множество соответствующих функций ортогонального дополнения 
по существу не очень богато. При ka » 1 ,  1 v 1 « ka поля ( 1 1 .6) 
асимптотически пропорциональны sin k(r - а), т.е. с ростом ka эти 
поля перестают зависеть от v, а все фунщии · ортогонального 
дополнения будут близки друг к другу. Пp.Ji;� большИх значениях 
1 v 1 ,  в области дебаевекай асим:птотики цИJIJfttДрических функци:й, 
эти поля пропорциональны выражению {(a/r)v - (r/a)v} . Как при 
r < а, так и при r > а они на I очень быстро меняются. Как мы л 
уже отмечали, для таких «Экзотических» функций V(o) требование 
ь'Е. = о  (см. ( 10.4) ) ,  необходимое для аппрокси:мируемости какой-
ли:бо заданной на I фунщии U(o), не имеет практического 
значения; оно может явиться существенным ограничением: только 
если сама функция U(o) тоже быстро меняется. Это означает, 
что если даже какая-либо функция U(o) неаппроксим:ируема, ибо 
отличен от нуля интеграл 00.4) , но l b'E. I  « 1 ,  то существует 
бли:зкая к ней аппроксимируемая функция. Разумеется, не сколь 
угодно близкая-тогда была бы аппрокси:мируема и сама функция 
U(a), но такая, что невязка ( 10.6) мала. 

Заметим уже здесь, что этим замечанием мы ослабляем 
различие между аппроксимируемостью (Ь = 0) и неаппрок
си:мируемостью (Ь ;!!: 0) подобно тому, как само понятне апп
роксим:ируемости ослабляет различие между реализуемостью и 
нереализуемостью (см. §3) . Мы вернемся к этому вопросу (по 
суЩеству методическому) в § 16 .  

Таким образом, рассмотренные выше поля 0 1 . 1 )  и 0 1 .4) , в 
которых v может принимать только конечный ряд значений, дают л 
довольно полную картину полей u(r,tp), для которых нулевой 
линией является дуга нерезонансной окружности. 

5. Чем больше радиус а окружности, тем больше существует л 
таких полей и связанны:х с ними функций V(a). При ka -+ оо 
число таких функций неограничено растет, даже если учитывать 
толь-ко функции существенно раЗJiичные и притом не меняющиеся 
на I очень быстро. При а -+  оо особые точки полей �(r,rр)-цент� 
окружности и исходящий из него луч-отодвигаются от дуги С 
на бесконечность, так что эти поля становятся аналитически:ми л 
внутри очець больших контуров I, охватывающих С. Все это 
согласуется с тем, что при а -+ оо дуга переходит в отрезок 
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прямой, т.е. в такую особую линию, для которой полями 
л 
u(r,!f') являются все решения волнового уравнения, несиммет-
ричные относительно нее и аналитичные во всей плоскости. 

Напомним,  что увеличение числа функций ортогонал..Rного 
дополнения и расширение области аналитичности полей u(r,!f') 
означает, что усиливаются ограничения на �оля, которые могут 
аппроксимироватъ токи, распределенные на С. Эти ограничения, 
как мы видим на л этом примере, могут усиливаться, несмотря на 
удлинение линии С. Существенным здесь оказывается не ее длина, 
а близость ее к особой линии с очень большими ограничениями л 
(богатым набором функций V(a)) .  Мы обсудим этот эффект в 
следующей главе. л 

Метод фактического построения функций V(a) на контуре I: 
описан в ' § 1 0. Если I: представляет собой окружность, а поле 
;;(r,!f') задано в виде ряда (5.8) , так чтол его ряд Фурье на 1: 
дается формулой ( 10.8) , то для функций V(a) получается явный 
вид ряда Фурье ( 10.9) . Однако в формулах § 10 начало координат 
совпаДало с центром окружности 1:, а в формулах ( 1 1 . 1 ) , ( 1 1 .4) 
и ( 1 1 .6) начало координат лежит в центре окружности, дугой л 
которой явл�ется линия С. Для применения результатов § 10 
надо перенести начало координат, т.е. представить эти поля в 
виде ряда Фурье по углу, отсчитываемому в цилиндрической 
системе координат с центром в центре окружиостИ 1:. Этот 
пересчет легко произвести по формуле сложения для 
цилиндрических функций [ 1 9; 9 . 1 .  79] . 

6. Для простого примера этого параграфа легко построить в 
явном виде также и функции �m)(r,!f'), для которых,  по 
определению, нормальная провзводная обращается в нуль на этой 
дуге. Дуга окружиости является одновременно и особой линией 
магнитного типа. 

ОчевИдно, что полями J.m)(r,!f') будут являться те же поля 
( 1 1 . 1 )  и 0 1 .4) , в которых, однако, числа v должны удовлетворять 
не уравнениям О 1 .2) или ( 1 1 .5) , а одному из следующих 
уравнений: 

J ' (ka) = О, 'jl 0 1 .7а,б) 

Зависимость v от ka, даваемая каждым из этих уравнений, 
изображается графиками того же вИда, что представлены на 
рисунках 1 1 . 1  и 1 1 .3. Графики, соответствующие уравнению 
( 1 1 .  7а) , подобны графикам рис. 1 1 . 1 ,  соответствующим уравнению 
( 1 1 .2) , но только смещены влево; кривая т = 1 начинается в 
точке ka = О, v = О. Например, при ka = 5,0 уравнение 0 1 .7а) 
имеет два решения: v = 3, 7 (т = 1 )  и v = О, 78 (т = 2) . Уравнению 
( 1 1 .  76) соответствуют графики, аналогичные графикам рис. 1 1 .3, 
но смещенные вправо, так что кривая т = О начинается в точке 

15 



ka = 2,19, v = О. При ka = 5,0 уравнение 0 1 .7б> имеет одиц 
корень v = 2,0. л 

Аналогом nоля u(r,!f') (см. ( l l .б)) является, очевидно, поле 

;(m)(r,!f') = [ N '(ka)J (kr) - J '(ka)N (kr)) sin (v4p). ( 1 1 .8) · v v v v 

Оно тоже при любом v удовлетворяет условию (5.19) на дуге 
r = а. К нему относятся все те замечания., которые вьпnе были 
сделаны по поводу поля ( 1 1 .6) , только дебаевекая асимnтотяка 
ero отличается от асимптотики поля ( 1 1 .6) знаком перед вторым 
слагаемым. 

Таким обра�м,  дуга окружности одноврt;)l{енно �ется и 
особой линией С, и особой линией магиитиф типа c<m) в том, 
более щироком пони!liании, которое приведвt!о в на.чале этого 

... 'f_; ·: л 
параграфа. Области аналитичности соответствующих�· nолей и и 
�т) совnадают. Для любого замкнутого контура 1: ,  содержащего · 
эту дугу и не содержащего центра окружности, будет реализовы
ваться ситуация, оПисанная в § 5. Поля, созданные полной 
системой электрических токов иа дуге, а также nоля, созданные 
полной системой магнитных токов на ней, в отдельносТи не 
образуют полных систем nолей на 1:, но вместе они образуют 
такую систему. 

§ 12. Аналитическое продолжение nоля собственного 
колебания за границу области 

л 
В этом nараграфе мы оnишем метод nостроения поля u(r,4p) л 

�о заданной его нулевой линии С, основанный на дополнении 
С до резонансного контура с последующим продлением поля 
собственного колебания в область, внешнюю по отношению к 
этому контуру. Некоторые соображения. об общем решении задачи 
о таком продлении будут высказаны в трех nоследних пунктах 
параграфа; в начале будут приведены примеры, аналогичные 
nримерам § 6. 

л 
· 1. Пусть сначала С - незамкнутая линия. Доnолним ее линией 

С до замкнутой линии (контура) с0 таким образом, чтобы доn 
с0 было резонансным (для условий Дирихле) контуром. Собст-
венное колебание оnисывается некоторым nолем, равным нулю 
на С0; вычислим значение его нормальной nроизводной на С0• 
Аналитическое продолжение есть поле (т.е. решение однородного 
волнового уравнения) , равное нулю на с0 и имеющее на с0 то 
же значение нормальной производной, что и nоле собственного 

л л 
колебания. Поле и(r,lf') ,  равное нулю на С, внутри с0 есть nоле 

собственного колебания, а вне-nоле его аналитического nродол
л 

жения. Если не учитывать возможность вырождения, то u(r,!f') 
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вещественно. Оно, разумеется, не удовлетворяет условию излу
чения. 

Задача аналитического продолжения может рассматриваться 
как задача Коши-на с0 задано поле и ero нормальная 
производная; надо найти поле вне с0. В нашем случае задача 
Коши ставится специальным: образом-значение функции и ее 
производной не независимы друг от друга. Они связаны условием, 
что та же задача Коши для области внутри С0 имеет решение, 
аналитическое во всей этой области. ".. 

Возможность любую незамкнутую линию С дополнить до 
контура С0, резонансноrо на заданной частоте, следует из теоремы 
Куранта о том, что расширение области монотонно понижает 
частоту ее собственного колебания. Если линия С очень близка 

л . . � 
к С, так что площадь области внутри с0 мала, то эта частота 
высока. При непрерывной · деформации С , при которой каждый доn 
следующий коитур С0 охватывает предыдущий (и совпадает с ним 

л 
на С) , собственная частота �епреръmно убывает и при какой-то 
форме контура С0 будет равна заданной частоте. 

Из этого рассуждения следует, в частности, что одна и та же л 
незамкнутая линия С может быть особой линией не на одной 
частоте, а в целой полосе частот. Так, в примере предыдущего л 
параграфа, когда С было дугой окружности радиуса а, решение 
уравнения 0 1.2) для v существовало при всех k > 2,40/ а. Область 
аналитичности для разных частот будет, вообще говоря, различной, 
однако вполне возможно (и в этом примере это имеет место) , 
что некоторый контур :I лежит в общей области аналитичности, 
и тогда неаппроксимируемостъ заданных на :I функций будет 
иметь место для широкой полосы частот. 

Заметим, что это позволя:ет расширить изложенный в § 8 
метод определения формы рассеивающего тела, если тело это
экран (т.е. незамкнутая линия) , а измерения можно производить 
в ближней зоне. Если форма экрана близка к дуге аналитической 
кривой, то описанные в § 8 методы применимы не только на 
одной частоте. Это позволяет, измеряя поле в ближней зоне на 
нескольких частотах, повысить вероятность какой-либо гипотезы 
о форме рассеивающего экрана или достоверность определения 
этой формы. л 

2. Этот nрием построения поля u(r,!f) очевИдным образом 
переносится на построение поля ;t.m>(r,!f) по заданной незамкнутой 

особой линии магнитного типа с(т). Линия c<m) тоже должна 
быть дуrой аналитической кривой или состоять из нескольких 
таких дуг. Контур с� т), частью котороrо является данная линия 
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c<m), должен быть резонансным на заданной частоте, но для 
граничного условия Неймана. Значение на с�т) поля собственного 

колебания входит в задачу Коши вне С�т), решение которой дает 
искомое аналитическое продолжение. 

Несколько иначе, чем выше, должна быть сформулирована 
ссылка на теорему Куранта. При граничном условии Неймана 
собственная частота низшего колебания в . области с малой 
площадью может не быть большой, может иметь порядок обратного 
периметра контура c�m). Однако и тогда существуют колебания 
высоких номеров, собственные частоты котоt

· 
�х вмики. Одна из 

них обязательно будет выше заданной час ы. Удаляя c<m) от "#- доп 
с< т), мы будем понижать эту собственную частоту, и найдем 
контур, резонансный на заданной частоте. 

Возможно обобщение этого метода, применимое и к построению 
-;;(r,lfJ) по С л и к построению J..m)(r,lfJ) по с< т). Например, при 
построении u(r,I(J) можно на С ставить не условие Дирихле, а д оп 
условие Неймана. Тогда на контуре с0 будут поставлены 
смешанные граничные у.словия. И для таких условий существуют 
резонансные частоты и поля собственных колебаний, как собст
венные элементы соответственных самосопряженных задач. Можно 
поставить на С и граничное условие третьего рода с д оп 
вещественным 
С ) , и так д оп 
возможностях. 

коэффициентом (вообще говоря, переменным на 
далее. Мы далее не будем упоминать об этих 

В предыдущем параграфе на примере было показано, что ду�а 
окружности, вообще говоря, одновременно является и линией С, 
и линией c(m). Описанное выше построение показывает, что такая 
ситуация является типичной, во всяком случае, если речь идет 
о ближних полях. Незамкнутая линия С может быть дополнена 
и до контура С0, и до контура c�m). Если оба поля собственных 
колебаний можно аналитически продолжить и если можно 
построить контур 1:, лежащий в общей области аналитичности 
двух полученных полей -;;(r,I(J) и J..m)(r,I(J), то на � неполны как 
система полей, созданных электрическими токами на С, так и 
система полей, созданных магнитными токами, расположенными 
на этой линии. Как и для диаграмм (ер. (5.22) ) легко показать, 
что полями токов обоих типов вместе можно аппроксимировать 
любое поле на �. 

3. Может оказаться, что область аналитичности поля ;;(r,I(J), 
получающеrося аналитическим продолжением поля собственного 
колебания из области, лежащей внутри С0, за линию С0, не 
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содержит всего контура С0. В нашей задаче нужно только, чтобы 
л 

эта область содержала всю линию С. Если особые точки этого 
поля лежат на С , то, очевидно, с этим полем не может быть 

�п . л 
связана функция ортогонального дополнения F(<p) в пространстве л 
диаграмм, создаваемых токами на С; однако это может быть 
вызвано неудачным выбором линии С . Может существовать 

,;.. доп л 
другое поле u(r,<p) , связанное с той же особой линией С, но с 
друmм контуром с0, не имеющее особенностей во всей nлоскости. 

Напомним, что существование хотя бы одного такого поля уже 
означает, что система диаграмм неполна. 

Однако если на самой линии С есть точки, в любой окрестности 
которых не существует аналитического поля, т.е. точки, в которых 
любое решение волнового уравнения, равное нулю на С, имеет 
особенность, то С не является особой линией. Такой точкой, в 
частности, может быть угловая точка, в которой встречаются два 
отрезка различных аналитических кривых, составляющих линию 
С. Если угол а между двумя касательными в этой точке не 
является рациональной частью :л;, то в ней любое решение 
волнового уравнения имеет особенность. Доказательство, по 

' существу, повторяет аналоmчное рассуждение, приведеиное в 
§6,п.2, где .оно относилось к линии, составленной из двух 
пересекающихся прямых. В локальной полярной системе ко
ординат (p,tp) с центром в вершине угла и осью, направленной 

вдоль одной из касательных,  поле равно pv sin(Vf/') + O(pv + 1 ) 
(kp « 1 ) .  

Так · как sin(va) = О, то v должно иметь вид v = tл:/а 
(t  = 1, 2, . . .  ) . Та же функция должна описывать поле и при 
tp > а, иначе не будет аналитичности. Следовательно, должно 
быть siп(2:л;v) = О, т.е. v должно быть целым числом (впрочем, 

это следует и из того, что поле -pv) ,  тогда а /л-отношение двух 
целых чисел. В противном случае упомянутая задача Коши вблизи 
угловой точки не имеет решения даже в малом (как однозначная 
функция) . 

4. Некоторые примеры § 1 1  можно рассматривать и как л 
реализацию этой техники--дополнение С до С0 и аналитическое 

продолжение. Вернемся, например, к 
полю ( 1 1 . 1 ) ,  нулевой линией которого 
является дуга окружности; например, 
при ka = 5,0 v = 1 ,9. Построим 
криволинейный треугольник, состоящий 
из дуm r = а и двух лучей <р = О и 
<р = {3, где угол {3 находится из условия 
sin(v {3) = О; такой треугольник будет 
контуром с0 • При v = 1 ,9 угол f) может 

\ 
' 
�о 

р .Jl _ _ _  _ 

Рис. 1 2. 1  
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принимать одно из трех значений: f3 = 0,53 :те , f3 = 1 ,06 :те и 
f3 = 1 ,6 :те. Первый из треугольников представлен на рис. 1 2. 1 .  л 

Весь он не может быть линией С, так как угол между его 
сторонами есть иррациональная часть :те. Центр окружности не 
может находиться внутри �; r = О  есть особая точка поля л 
u(r,qJ) (см. ( 1 1 . 1 ) ) .  Однако отрезки обоих радиусов при r > О 

л . 
могут быть включены в С. Если центральный уrол дуги 

· перезонаиеной окружности при ka = 5,0 меньше 0,53:тс, то 
резонансный треугольник может быть таким, как на рис. 1 2. 1 .  
Если этот уrол больше 1 ,6 :те ,  то такой р�зощшсный контур с0 
построить нельзя. Сама дуга при этом уiюдолжает быть особой 
линией, как нулевая линия поля ( 1 1 .1.:);  при v = 1 ,  9; однако 
добавление двух лучей лишает ее этоrо свойства. 

л 
Поле u(r,lfJ), описываемое формулой ( 1 1 .6) , тоже может 

рассматриваться как поле собственною колебания некоrо контура 
С0 и аналитическое продолжение этоrо поля. Контур С0 содержит, 

л 
кроме линии С (дуга перезонаиеной окружности) , еще дугу 
большею (рис. 1 2.2а) или меньшею (рис. 1·2.26) радиуса с тем 
же центром и два отрезка лучей lfJ = О  и lfJ = {3, где f3 связано с 
выбранным значением v тем же условием sin(v{З) = О. Радиус с 
второй дуги находится из очевидною условия, следующею из 
0 1 .6) : 

( 12. 1 )  
л 

Например, если выбрано v = О, то для С в виде дуги окружности 
ka = S,O для kc получатся значения kc = 8, 1 7  (рис. 12.2а) и, л 
kc = 1 , 1 9  (рис. 1 2.26) . Если в ( 12. 1 )  заданы оба радиуса, т.е. С 
состоит из дуг двух концентрических нерезонансных окружностей, 
то ( 12. 1 )  есть уравнение для v. К этим двум дугам можно 
прибанить еще два луча (при r > 0) , сохранив свойство составной 
линии С0 (криволинейною четырехугольника) быть особой. 

80 

1' ,  1 ' 
1 ' 

'\ 
\ Со 

\ 
\ 
1 

_ _  j 
а б 

Рис. 12.2 



Связь между nостроениями § 1 1  и соображениями, изложен
ными в этом пункте, совершенно тривиальна. Она состоит в том, 

л л 
что в поле u(r,tp), нулевой линией которого является С, могут л 
быть еще и другие нулевые линии. Их можно добавить к С, и л 
если из них и из данной линии С можно составить контур с0, 
то он будет резонансным, и поле �r,tp) внутри с0 будет полем 
собственного колебания, а вне с0-аналитическим продолжением 
этого поля. 

Сопоставим условия, существующие для замкнутых и незам
кнутых особых линий. Замкнутая особая линия-обязательно 
резонансный контур; наnомним, что это условие недостаточно, 
чтобы контур был особым. Такая линия может быть особой только 
на счетном множестве частот. Незамкнутая особая линия является 
частью бесконечного (континуального) множества резонансных 
контуров. Она может оказаться особой в непрерывной полосе 
частот. 

Другими словами, ограничения на аппроксимацию произволь
ных nолей и диаграмм для незамкнутой линии сильнее, чем для 
замкнутой. 

Наnомним, что и в nроблеме реализуемости ситуация ана
логична-класс диаграмм (nолей) , которые могут быть созданы 
токами, распределенными на замкнутых линиях, шире, чем класс 
полей, которЫе могут создать незамкнутые линии. 

1. Простейший способ формалыюго построения аналитичес
к:ого продолжения поля -;;_(r,tp) собственного колебания, существу
ющего внутри резонансного контура с0, состоит, вероятно, в 
следующем. 

Построим некоторую нерезонансную окружность с центром в 
начале координат, целиком лежащую внутри с0• Разложим поле 
л u(r ,tp) на ней в ряд Фурье : 

( 12.2) 

Коэффициенты В n очевидным образом связаны с коэффициентами 
С в разложении · (5.8) , В = С  J (ka) , где а-радиус окружности. n n n n , 
Разложение (5.8)-единс:гвенное, поэтому при любом r поле и его 
аналитическое nродолжение в точках, в которых оно существует, 
nредставимо в виде 

л J n(kr) 
u(r,tp) = 2: Bn 1 (ka) 

cos(пtp). 
n 

0 2.3) 
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Вопрос об аналитическом продолжении и его особенностях 
сводится к вопросу о сходимости ря"да ( 12.3) , т.е. о скорости 
убывания. с номером n коэффициентов Bn в ( 12.2) . 

У становим сначала в этих терминах условие, nри котором ряд 
( 12.3) сходится на бесконечности, т.е. при r ... оо .  Тогда он 
представляет собой функцию, асимптотяка которой при r ... оо 
имеет вид (5.9) . Выражая коэффициенты С

п 
в (5.8) , (5.9) через 

Bn в ( 1 2.2) , получим 

л в 
F(rp) = 2)z)nJn(;a) cos(nrp) 

л 

( 12.4) 

и квадрат нормы функции F(!f) равен, с точностью до множителя, 

( 12.5) 

(слагаемое n = О имеет еще коэффициент 2) . 
Дебаевекая асимnтотика цилиндрических функций (п » kat 

n »l )  есть 

J (ka) = _1 _ (eka) п. n у2:л:п 2n ' 
н(Z) (ka) = i - Г2 (1:!!.) n. n V 1rn eka ( 12.6а,б) 

Вторая из этих формул нам понадобится далее. Асимптотяка 
коэффициента В /J (ka), согласно О2.6а) , есть п-я стеnень n n 
отношения а0! а, где 

а = 1.. lim (п I B  1 1 /n) ( 12.7) О ek n -+ cc n • 

Эта величина выражается через Bn такой же формулой, которой 
в (3. 12) так же обозначенная величина вQражалась через 
коэффициенты Фурье векоторой функции, вопрос о реализуемости 
которой исследовался в § 3. 

Таким образом, зная асимптотику (при n _. оо) коэффициентов 
Bn в ( 12.2) , надо вычислить а0 по 0 2.7) . Если а0 > а, то ряд 
0 2.4) не существует, т.е. аналитическое продолжение функции 
( 12.2) nри г -+ оо без особенностей невозможно. Если а0 < а, то 

л 
ряд ( 12.4) сходится, функция F(rp) имеет конечную норму, и поле 
л 
u(r,!f) (см. ( 12.3) ) не имеет особенностей при всех r, включая 
r ... оо ,  контур С0 и любая ero часть являются особой линией. И ,  
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л 
наконец, если а0 = а, то функция F(lf) существует, но содержит 
о-функции, норма ее бесконечна, так что система диаграмм; 
создаваемых токами на С0, полна. 

Рассмотрим подробнее ситуацию, когда а0 > а (в частности 
а0 = оо) , т .е. 1 В n 1 при n -+ оо недостаточно быстро стремится к 
нулю, чтобы: существовала функция ( 1 2.4) . На любом конечном 
расстоянии r = R (R > а) асимптотяка при n -+ оо коэффициента 
Фурье функции ";;(R,tp) (см. ( 12.3)) есть, согласно ( 1 2.6а) , 
Bn(R/a)n. Определим число 

l = liш 1 Bn l
lln. 

n -+ оо 
( 12.8) 

В отличие от выражения для а0 (см. (12.7) ) ,  в ( 12.8) под 
знаком предела нет множителя n. Если l > О, то а0 = оо, а если 
а0 < оо ,  то l = О. Величина l, разумеется, меньше единицы:, в 
противном случае ряд ( 1 2.2) не сходился бы: (если l > 1 ,  то 
В n -+ оо при n -+ оо) или сходился бы: к обобщенной функции (при 
l = 1 В - 1 при n -��> оо) , а по условию окружность r = а целиком n 
лежит в области, в которой ";;(r,lf) не имеет особенностей. С 
обозначением ( 12.8) коэффициент Фурье функции ";;(R,If) имеет 
при n - оо асимптотическую оценку (Rl/ а)п. При R < all ряд 
сходится, т.е. внутри окружности г = all аналитическое продол
жение не имеет особенностей. При R >a/l ряд расходится. 
Ближайшая к йачалу координат особенность аналитического 
продолжения поля ";l(г,lf) находится на окружности г = а/1. 

Разумеется, величина . а/1 не зависит от выбора радиуса 
окружности а до тех пор, пока окружность находится в области 

л 
аналитичности поля u(r,lf). Это следует непосредственно из ( 1 2.3) . 
При переходе от окружности r = а к окружности r = Ь ко
эффициенты: В умножаются на J (kb)l J (ka). Асимптотически это n n n 
отношение равно (Ь/ а)п, и число l, определенное по ( 12.8) по 
коэффициентам Фурье на окружности r = Ь, больше, чем число 
l, вычисленное по коэффициентам для г = а, в Ы а раз, так что 

. отношение радиуса окружности к l не зависит от этого радиуса. 
Если R <a/l, то внутри окружности г =  R поле ";;(r,lf) не имеет 

особенностей, и на этой окружности, которая при этом может 
играть роль контура 1: (см. § 10) ,  можно ввести функцию л 
V(а)-функцию ортогонального дополнения для полей на 1:, 

л 
созданных токами на С. Квадрат нормы этой функции, согласно 
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( 10.9) и соотношению между Bn и Сп' равен (с точностью до 
множителя) 

( 12.9) 

Согласно обеим формулам 02.6) , асимптотика п-го члена этого 
ряда есть (Rl/ а)2п. Мы вновь получаем тот же результат, что и 
выше, с �ебольшим уточнением-на самой окрхжности r = a/l 
функция V(o') содержит d-функции. При г< a/l V(o') существует, 
а за границей этой окружности система !JОлей, созданных токами л • � 
на С, полна. '� 

Особая ситуация возникает, если 1 В n 1 убывает таким 
образом, что 

Z = O a = oo ' о ' ( 12. 10) 

например, при В = О (n -n/2). Радиус сходимости ряда ( 12.9) n 
равен бесконечности, а ряд (12 .5) расходится. Какими свойствами 
при этом обладает ряд ( 12.3) ? Вопрос этот принадлежит не 
проблеме аппроксимируемости, а происходит от известной кажу
щейся противоречивости дебаевской асимптотики (см. ( 1 2.6а) ) ,  
справедливой при n » ka, и хавкелевекой асимптотики, спра-
ведливой при ka » n. Чем больше kR, тем при бОльших номерах 
n начинается убывание функции J (kR). Ряд 02.3) при условиях n 
( 12. 10) сходится неравномерно, т.е. он сходится при любом R 
(так как l = 0) , но с ростом kR растет число слагаемых в нем, 
после которых они начинают убывать, и при kR -+ оо это число 
становится бесконечным, т.е. ряд не сходится (так как а0 = оо) . 

В конце этого пункта мы приведем несколько примеров. Они 
совершенно элементарны и, по существу, иллюстрируют лишь 
свойства формул, описывающих поле внутри С0, .если эти формулы 

. применять к точкам вне С0. 
Для резонансного прямоугольника со сторонами л/ (k cos {З) и 

л/(k siп {З) (см. (6. 1 4) )  поле собственного колебания внутри С0 
описывается формулой (6. 12) .  Коэффициент В пропорционален n 
интегралу 
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здесь а-радиус окружности в ( 12.2) , а не сторона прямоугольника, 
каi< в §6,ii.4. Этот интеграл сводится к функции J n(ka), так что 

для этого случая а0 = а. Аналитическое продолжение, описываемое 

�ядом ( 12.3) , сходится при всех r (так как l = 0) , но функция 

F(tp) имеет бесконечную норму; этот результат в (6. 1 7) был 
получен непосредственно. 

Для криволинейных четырехугольников рис. 1 2.2 поле собст
венного колебания внутри с0 дано в ( 1 1 .6) . Для того чтобы 

продолжить это поле вне С 0 по методу этого nункта, надо 

nеренести начало I<оординат в какую-либо точку О',  лежащую 
внутри С0, наnример, в точку с координатами r = Ь, tp = О. 

Функции Jv(kr) cos (vtp) и N)kr) cos (vtp), входящие в nоле 

собственного колебания ( 1 1 .6) , надо выразить в новых координатах 
p,tp, с центром в точке 0'. По теореме сложения 

00 

Zv(kr) cos(vtp) = 2: Zv + n(kb)J n(kp) cos (пф) ,  
n - оо  

02. 1 2) 

где Z -любая цилиндрическая функция. Для N формула ( 12. 1 2) v v 
справедлива только nри р < Ь. Коэффициент В состоит из n 
слагаемых,  проnорциональных произведениям Jv + n(kb) J n(ka) и 

Nv + n(kb) J n(ka). При n -+ оо первое из них очень мало, второе 

имеет порядок (a/b)n согласно ( 12.6) . Следовательно, а0 = оо (см. 

( 12.7) ) ,  l = а/Ь (см. 02.8) ) .  Ближайшая к О' особая точка 
аналитического продолжения

· 
лежит на окружности радиуса а/ l, 

т.е. на окружности р = Ь, в центре кривизны обеих кон
центрических дуг. И этот пример-nроверка того, что в элемен
тарных задачах nредложенный аппарат приводит к nравильным 
результатам. 

6. Изложенный в предыдущем nункте метод аналитического 
nродолжения: nоля:, заданного на окружности, I,IO внешнюю область 
по существу повторяет метод аналитического nродолжения поля, 
заданного на бесконечности, во внутреннюю область. Именно этот 
последний метод nривел к условию реализуемости диаграммы, 
сформулированному в §З,n.2 и состоящему в том, что особенности 
поля, т.е. создающие его токи, должны находиться внутри и на 
окружности радиуса (3. 12) , где А -коэффициенты фурье-диаг-n 
раммы F(tp) (см. (3. 1 1 ) ) .  Это условие можно nолучить исследо-
ванием области сходимости ряда 

( 12. 13) 
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асимптотика котороrо при r _.. со равна e-ikrF(If)lffr. Подставляя 
асимптотяку при n _.. со An = (a0ek 1 2п)'Ж, следующую из опреде
ления а0 (см. (3. 12) ) ,  и дебаевскую асимптотику 02.66) для 

н<;>(kr), получим, что коэффициент в ряде Фурье ( 1 2. 13) имеет 

порядок (nри n _.. со) (aofr)
n, так что ряд сходится для r > а0 и 

расходится для r :s; а0• 
Задача о локализации особенностей поля, имеющеrо данную 

асимптотяку при r _.. со ,  т.е. данную диаграмму, исследовалась и 
мноmми друmми методами. В частности, мето�ми, основанными 
на изучении пов��ения диаграммы F(lf) в ф�кции комплексноrо 
угла tp = tp' + i 1f (24] . При этом получалф условия на F(tp), 
которые тождественны сформулированным требованиям о скорости 
убывания коэффициентов Фурье. 

Задача о продлении поля из области внутри С0 во внешнюю 
область исследовалась в ряде математических работ, в кО_АОрых 
применялись методы аналитической теории решения и(х, у) 
волновоrо уравнения как функции комплексных пере.м.енн.ых 
х = х' + ix"; у = у' + iy" [25, 26] . При этом используется тот 
известный факт, что оператор Лапласа (2.4) в области комплек
сных (х,у) имеет комплексные характеристики, так что эллиптиче
ское волновое уравнение (2.2) приобретает некоторые свойства 
mперболических уравнений. В частности, вдоль таких комплекс
ных характеристик переносятся особые точки поля. Особые точки 
с вещественными координатами при таком рассмотрении представ
ляют собой «след» этих комплексных характеристик. 

Как и более элементарный метод, изложенный в предыдущем 
пункте, метод, основанный на теории функций нескольких 
комплексных переменных, является, как и всякий метод ана
литическою продолжения, некорректным. Имеется в виду, что 
малое изменение формы контура может привести к очень сильному 
изменению свойств аналитическоrо продолжения, например, к 
появлению или к исчезновению особенностей; корректность имеет 
место только в классе аналитических деформаций. Это-не дефект л 
метода, а свойство самой техники построения u(r,lf) вне С0 как 

аналитическоrо продолжения поля �r,l(') в области внутри С0. 
Мы с этим столкнулись уже, например, при рассмотрении угловых 
точек, в которых возможность аналитическою продолжения 
зависит от вопроса-бессодержательноrо с точки зрения физика
о том, является ли уrол а рациональной или иррациональной 
частью :л. 

В следующей главе, особенно в § 16, мы увидим, что между 
двумя случаями: <<Линия-особая» и «Линия-неособая, но близкая 
к особоi»-практически нет различия. Аппроксимруемость nолями 
токов на С в nервом случае требует токов с бесконечно большой 
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нормой, во втором-с очень большой нормой.
" 

Поэтом� и 
представляют интерес такие методы построения u(r,'f) по его 
нулевой линии, которые обладают достаточной «грубостью>>, чтобы 
не замечать различия между этими двумя случаями. Метод, 
изложенный в следующем пункте, этим свойством «грубости» 
обладает в nолной мере. 

7. Эффективный численный метод нахождения аналитического 
продолжения поля собственного колебания за границу резонансной 
области может быть развит на основе метода вспом.огате.льных 
источников-того его варианта, который использует идею ко.лла
кации (27, 28] .  В применении к проблеме собственных колебаний 
метод состоит в том, что на пекоторой линии, окружающей 
резонансный контур (на вспомогательном контуре) располагаются 
«достаточно часто» вспомогательные источники, каждый из 
которых создает поле an нfo2)(kp п)' где р n -расстояние от точки, 
в которой расположен п-й вспомогательный источник. Амплитуды 
а источников определяются из системы линейных уравнений, n 
которые получаются из требования, чтобы суммарное поле всех 
источников было равно нулю в некоторых точках-точках 
коллакации-выбранных «достаточно часто» на резонансном кон
туре. На резонансных частотах эта однородная система имеет 
нетривиальное решение. 

Внутри резонансного контура поле этих источников с найден
ными коэффициентами а является полем собственного колебания. n 
В кольцевой области, лежащей между всnомогательным и 
резонансным контурами, это поле является аналитическим про
должением собственного колебания за границу резонансного 
контура. 

Вспомогательный контур должен быть выбран таким образом, 
чтобы в этой области не было особенностей аналитического 
продолжения. Если всnомогательный контур выбран слишком 
далеко от резонансного, так что какая-либо особенность оказы
вается внутри кольцевой области, то метод, разумеется, не может 
быть реализован, ибо поля точечных источников нигде (кроме 
точек, где расположены источники) не имеют особенностей. Это 
проявится в том, что процесс определения собственной частоты 
и амплитуд а не будет сходиться с увеличением числа источников n 
и числа точек коллакации. Это свойство позволяет в принципе, 
выбирая все более широкий вспомогательный контур, находить 
особые точки аналитического продолжения. Метод особенно хорошо 
сходится, если вспомогательный коитур проходит через ближай
шую к резонансному контуру особую точку. Разумеется, так 
можно найти только особые точки, не очень далекие от 
резонансного контура. Этот метод применим к сколь угодно 
сложным резонансным контурам, даже если для них невозможно 
поле собственного колебания записать в виде явной формулы. 
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Как nоказали чиСленные эксnерименты, если резонансный 
контур имеет криволинейные участки, центр кривизны которых 
лежит вне резонансной области, то они являются особыми точками 
аналитического продолжения. Простым nримерам являются кон
туры рис. 12.2. НаnомнИм, что существование особых точек 
аналитического продолжения означает, что nоля nолной системы 
токов на таком резонансном контуре создают nолную систему 
диаграмм, т.е. что такими nолями можно аппроксимироватъ любую 
диаграмму. Отсутствие особых точек означает, что контур-осо
бый, и nочти любую диаграмму нельзя аппроксимироватъ токами 
на нем. Для выnуклых резонансных контуров простые nримеры 
не позволили обнаружить особые точки. Таким оqразом, если два 
изогнутых зеркала расnоложены «nараллельно>>/ )Jруг другу, то 
токами на них можно аnnроксимировать любые )tиаграммы, если 
зеркала изогнуты в одном наnравлении (на контуре есть вогнутые 
участки) , и нельзя аnnроксимировать nочти любые диаграммы, 
если зеркала изогнуты в противоположных наnравлениях (весь 
контур выnуклый) .  Подчеркнем, что это-не четко сфор
мулированное утверждение и не математически доказанный 
результат, а лишь качественный вывод из нескольких численных 
экспериментов [27] . 

Опишем возможную модификацию оnисанного метода, которая 
позволит, может быть, nрименять его в тех случаях, когда 
аналитическое продолжение нигде не имеет особенностей, 
и находить это nродолжение на всей плоскости. Тогда су-л 
ществует функция ортогонального доцолнения F(lf), и nредл-
агаемая модификация позволит nриближенно оnределить ее. Идея 
модификации состоит в том, чтобы отнести вспомогательный 
�Сонтур на бесконечность . 

. Возъмем в качестве всnомогательных nолей не цилиндрические, 
а плоские волны, приходящие из направлений 1f = 1f п' где v> n 
(n = 1 ,  2, . . .  , N) принимает «Достаточно частые» значения в 
интервале О, 2л. Всnомогательное nоле будем искать в виде суммы 
таких волн: 

0 2. 1 4) 

Это nоле должно обращаться в нуль в N точках на резонансном 
контуре. У nомянутая выше кольцевая область расnространяется 
при этом на всю область, внешнюю по отношению к резонансному 
контуру. Если в этой области нет особых точек, то nроцесс 
оnределения резонансной частоты и амплитуд an должен при 
N ... OD сходиться. 

Асимnтотяка при r ... OD поля u(r,!f>) содержит незоммерфелъ
довское (нарушающее условие излучения) слагаемое, которое есть 
сумма �-функций от аргументов v> - lf' n' умноженная на 
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ехр (ikr)/VFr (см.л (6. 16) ) .  Обозначив угловую зависимость этого 
слагаемого через F N(!fJ), получим, с точностью до несущественного 
множителя 

( 12. 15) 

л 
Функция FN(!fJ) имеет бесконечную норму. Можно построить 

л 
функцию F(I{J) с конечной нормой, которая при N » 1 будет близка л 
к F N(!fJ) в том смысле, что для любой функции f(!fJ) 

lim N -+ oo  
2Jl л 2Jtл j F N(!fJ)i(!fJ) di{J = j F(!fJ)i(!fJ) di{J. 
о о 

( 12. 1 6) 

Расположим точки т на интервале О, 2л равномерно, так что тп . 
расстояние между соседними точками равно 2л/ N. Определим л л 
функцию F(!fJ) так, чтобы в точках I{J = I{J� F(!fJ) = ап' а в 
промежуточных точках она менялась «достаточно гладко». Левая 
часть равенства 02. 16) . есть, согласно (12.15) , предел суммы 
2л

N л 
-�а t *(I{J ) ,  и по определению функции F(!fJ) эту сумму можно 
N � n n 1 

2л
N л 

записать в виде N LF(I{J n) f(!fJ п> · Она равна интегральной сумме 

для интеграла, стоящего в правой части равенства ( 12. 1 6) , т.е. 
ее предел равен этому интегралу, что и утверждается в ( 12. 16) . 

Примем, что N-четное число. Тогда для любого угла I{J . n 
можно указать такой угол I{J , что I{J - I{J = ±л. Коэффициенты т т n 
однородной линейной системы, из которой определяются числа 
а , т.е. значения экспонент в 02. 14) ,  меняются на комплексно n 
сопряженные, если заменить в них угол I{J n на I{J т' где углы 
связаны этим условием. Поэтому, если n и т связаны этим л 
условием, то а = а• . Следовательно функция F(I{J) обладает n т л л 
свойством F(I{J + л) = p-(!fJ), необходимым и достаточным (см. л 
(5. 17 ) )  для того, чтобы F(I{J) могла быть ортогональным допол-
нением. л 

Значение функции F(I{J) при I{J ;t: rp не существенно, так как 
n 

эта функция участвует всюду лишь в качестве сомножителя под 
интегралом типа (12 . 16) .  Чтобы не превышать допустимую 
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точность, такие интегралы надо вычислять только no значениям 
ап' т.е. no формуле 

N 
lim 'ЪrN 2: а 1 "'(rp )

. N -+ oo n n 
л 

В частности, квадрат нормы функции F(rp) равен 
N 

lim � 2: 1 an 1 2• 
N -+ oo 

В ·этом варианте метода всnомогательных IJСI'ОЧН:иков всnомо
гательное nоле можно рассматривать как nрр.ходящую из беско-

,; J  л 
печиости цилиндрическую волну с угловой �висимостью F N(rp) 

л 
(ер. ( 1 2. 14) с (5. 12) , (5. 14) ) .  Функция F(rp) есть nредел в смысле л 
формулы ( 12. 1 6) функции FN(rp) nри N ..,. со. По существу, 

л 
формула ( 12.14) вместе с условием F(rp ) = а  является дискретной n пл записью оnределения всnомогательного nоля и(r,rp), как оно дано, 
например, в §5,n.l .  

Различные варианты метода вспомогателцных источников могут 
быть исnользованы не только для nродления nоля собственного 
колебания, но и для решения самой общей ЗЗ;:"'(ачи-для нахож
дения поля по его нулевой линии, не обязательно замкнутой. И 
в этой задаче, л nостепенно расширяя всnомогательный контур, 
охватывающий С,  вплоть до бесконечной окружности, можно no 
устойчивости системы однородных уравнений для an установить 

л л 
положение ближайшей к С особой точки nоля и(r,rp), а если это 
поле не имеет особых точек, то nриближенно вычислить функцию л 
F(rp) .  

Этот метод nрименим также для nриближенного нахождения л л 
функции V(a) на коитуре :I:, окружающем С; эта функция является 
функцией ортогонального доnолнения для nолей и(r,rp) в ближней 

л 
зоне, созданных токами на С (см. ( 10.3) ) .  Расnоложим всnомо
гательные источники на :I:. Амплитуду каждого источника 
обозначим через � а/ N; �-длина контура :I:. Расnоложим их 
эквидистантно в точках а =  an. Вспомогательный <<ТОК» 

( 1 2. 1 7) 
л 

создает поле v(r,rp ) , удовлетворяющее условию излучения и не 
имеющее особенностей нигде, кроме точек кон�ра :I:. Мы 
nриравняем его нулю в N точках на особой линии С (замкнутой 
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или незамкнутой) . Согласно О 0.3) , если процесс определения 
а из системы однородных уравнений при N -+ оо сходится, то n. 

� u(a ) а = о. � n n ( 12. 18) 

Повторяя рассуждение, основанное на равенстве 02. 1 6) ,  можно 
�тверждать� что искомая функция ортогонального дополнения 
V(a) = lim VN(a) определяется своими значениями в N точках 

N -+ oo л 
V( а ) = а . Если система однородных уравнений будет иметь n n л 
только нулевое решение, то на данной частоте линия С не является 
особой. Формула ( 12. 15) может рассматриваться как частный 
случай формулы О 2. 17) ; ею можно пользоваться, если неполнота л 
системы полей, создаваемых токами на С, сохраняется на всей 
плоскости. 



Г л а в а IV. НОРМА ТОКА 
/ 

§ 13. Минимальная норма тока JiPи заданной 
точности аппроксимации <).i 

1. В этой главе мы: рассмотрим еще одну величину-норму 
тока. Для электрических токов, которые мы: здесь только и будем 
рассматривать, она определена формулой (5.2) . Аналогичным 
образом .. можно определить и норму магнитных токов. Далее мы: 
рассмотрим и другие нормы:, включающие не только модуль тока, 
но и модуль его производной dj (s)/ ds. 

Большая норма тока (по сравнению с нормой диаграммы, 
создаваемой этим током) является серьезным дефектом Излучаю
щего устройства. Она означает, что ток должен быть либо очень 
велик, либо очень сильно изрезан, либо обладать обоими этими 
нежелательными свойствами. Большой ток означает большие 
омические потери, т.е. низкий коэффициент полезного действия 
антенНЬI и большие шумы в ней. Создание тока, быстро 
меняющеrося по заданному закону вдоль антенны, представляет 
собой трудную техническую задачу. 

Вопрос о высокой норме тока подробно исследован в задачах, 
связанных с проблемой сверхнаправленности. Эта проблема, как 
известно, состоит в том, что надо создать узкую диаграмму 
направленности токами, расположенными в малой области. Если 
произведение ширины диаграммы на ka, где а-порядка линейных 
размеров этой области, мало по сравнению с единицей, то 
реализовать или хотя бы аппроксимировать такую диаграмму 
можно только большими и сильно изрезанными токами. Для того 
чтобы можно было ограничиться небольшими и гладкими токами, 
расположенными в этой маленькой области, надо изменить 
диаграмму, существенно увеличив ее ширину. Вопрос, которым 
мы будем заниматься в этой главе, не связан с этой проблемой. 

Необходимость иметь ток с высокой нормой для аппроксимации 
заданной диаграммы может быть связана с тем, что линия, на 
которой распределен ток, близка к особой. И тогда может 
оказаться, что замена заданной диаграммы другой, находящейся 
от нее на расстоянии (в метрике L2) хотя и конечном, но не 

очень большом, позволяет реализовать эту диаграмму током с 
существенно меньшей нормой. Задача при этом состоит в том, 
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чтобы найти эту относительно близкую диаграмму, реализующий 
ее ток и его норму. Общее решение этой задачи мы дадим в 
§ 15. Здесь же мы ограничимся качественным рассмотрением 
возможных вариантов ее решения, иллюстрируя их простыми 
примерами. 

Итак, даны линия С, диаграмма F(cp) и число о 
(0 :S о :S 2) . Если диаграмма реализуема, то реализующий ее ток 
имеет норму N; для нереализуемых диаграмм мы будем считать, 
что N = оо .  Нужно заменить F(cp) на такую диаграмму F(cp), чтобы 
F(cp) была реализуема, отстояла от F(cp) на расстояние !:J., не 
большее о,  и чтобы ток, создающий F(cp), имел норму, 
наименьшую среди норм всех токов, создающих диаграммы, также 
отстоящие от F(cp) на расстояние, не большее о. 

Расстояние между двумя диаграммами равно (см. (3.5))  

А = ! т 1 F(<p) - ii(<p) 1 2  d<p! 1 12• (13. 1 )  

Обе диаграммы F(cp) и F(cp), а также все упомянутые Далее в 
этом параграфе диаг�ммы, пронормированы на ·единицу 

2Jr 2Jr 
f 1 F (cp) 1 2 dcp � 1 ,  J 1 F (cp) 1 2 dcp = 1 .  03а,б) 
о о 

Наибольшее значение !:J. равно при этом двум, т.е. максимальному 
расстоянию между двумя точками на единичной сфере. Прак
тический интерес представляют небольшие значения !:J., примерно 
!:J. �  0,5. 
_ Диаграмму F(cp) создает ток, который мы обозначим через 
j(s). Его норма, согласно (3.2) , есть 

l /2 N = j{ I R•J I 2d•! . 03.3) 

Надо определить наименьшую норму тока среди всех норм токов 
на С, создающих диаграммы, для которых 

( 13.4) 
Мы обозначим эту норму через N(o). Она является функционалом 
от F(cp). 

Таким же образом можно было бы сформулировать и задачу 
об оптимальном токовом синтезе не диаграмм, а ближних полей. 
Она состояла бы в определении тока с наименьшей нормой, 
создающего на замкнутом контуре .I:, окружающем линию С, 
поле, расстояние (по ( 10.6) )  которого от заданного на .I: поля 
было бы не больше о. В п. 7 следующего параграфа будет намечен 
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способ построения систем базовых функций, позволяющих в общем 
· случае решить и эту задачу. Мы не будем выписывать 

соответствующего решения: оно находится по той же схеме, что 
и для диаграмм, и приводит к подобным результатам. Заметим 
только, что при одной и той же точности приближения <5 к 
заданному ближнему полю и к заданной диаграмме норма тока, 
необходимого для создания ближнего поля, :вообще говоря, больше, 
чем для создания диаграммы. Это аналоmчно результату, 
полученному в § 10 для более простой задачи об аппроксимации. 
Там было показано, что возможна ситуация, когда аппроксимация 
произвольного ближнего поля токами на данной линии невозмож
на, а аппроксимация любой диаграммы-во,змоЖна. Задача об 
оптимальном токовом синтезе может рассматриваться как обоб
щение задачи об аппроксимации, в которуtо:Jона переходит при 
<5 .... о. 

2. Установим сначала качественный вид функции N(d). Она, 
очевидно, убывающая (не возр�стающая) , так как чем больше 
допустимое отличие функции F(rp) от заданной функции F(rp), 
тем богаче множество функций F(rp) и тем, вообще говоря, меньше 
минимальное на этом множестве значение функционала N(d). 

Вид зависимости N от d определяется, во-первых, тем, 
является ли данная функция F(rp) диаграммой, реализуемой Или 
хотя бы аппроксимируемой данной линией С. Во-вторых, суще
ственно, на каком расстоянии от F(rp) находится та реализуемая 
диаграмма-назовем ее F min(rp), которой соответствует наименьшая 
норма токов из всех норм токов, распределенных на С и 
создающих диаграмму с единичной нормой ( 13.2б) . Эту норму 
тока обозначим через N . . Если существует несколько реализу-mш 
емых диаграмм, для которых нормы создающих их токов равны 
между собой и меньше всех друmх норм токов, то выберем из 
них ту, для коr.орой расстояние от F(rp) наименьшее, и будем 
понимать под F 1 (rp) именно эту диаграмму. Расстояние от 

_ m n  
F(rp) до F . (rp) обозначим через 'У/: ШIП 

( 13.5) 

Если d ;;:: 'Yf, т.е. множество диаграмм, определенных перавея
ством ( 13.4) , среди которых мы ищем диаграмму с наименьшей 
нормой тока, содержит и Fmin(rp), то именно эта функция и будет 
искомой диаграммой. Поэтому при <5 2: 'YJ N(<5) не будет умень
шаться с ростом <5 и будет равна N . • При <5 s 'YJ норма тока, ШIП -
рассм�трива�мая как функционал от F(rp), будет выnуклым 
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функционалом, минимальное ее значение будет достигаться на 
пекотором F(rp), для которого 

!!.. = 13. ( 1 3.6) 
Если Тf = О, т.е. если заданная диаграмма F(rp) есть F mi/rp), 

соответствующая этому контуру, то N(d) не меняется с ростом о. 
График N(o) при этом представляет собой для всех о прямую 
линию N(d) = N . (рис. 13. la, кривая 1 ) .  Если tJ � О, то mш 
соответствующий график · описывает функцию, убывающую с 
ростом d до d = tJ, а при d = tJ переходящим в горизонтальную 
прямую N(d) = Nmin· 

N N 
6 6 

4 4 

2 1 2 

2 д 
а 

1 Т/ 2 д 
б 

Рис. 13.1 . 

N 
6 

4 

2 

1 
1 

l 1 4 

B l  Т/ 2 д 
в 

Пусть tJ > О, и диаграмма F(rp) реализуема, т.е. N(O) < оо. 
Тогда N(d) монотонно убывает с ростом d от N(O) при d = О  до 
N . при о = tJ (рис. 13. 16, кривая 2) . Если P(rp) нереали-mtn 
зуема, но аппроксимируема (т.е. N(O) = оо,  но при любом 
d > О  N(d) < оо) , то функция N(o) представляется кривой, 
имеющей вертикальную асимптоту о =  О, т.е. имеет вид кривой 3 
на рис. 13 . 16. 

Пусть '1-еперь F(rp) неаппроксимируема. Обозначим, как в 
(3. 10) ,  через В (В > Q? расстояние между F(rp) и множеством 
реализуемых функций F(rp ). В отличие от f (rp) в (3.20а) , функции - -
F(rp) нормированы, поэтому В � Ь. Так как F . (rp) принадлежит mш 
к этому множеству, то t] � В. При о <  В нет реализуемых 
функций, удовлетворяющих требованию (см. ( 13.4) ) .  Далее суще
ствуют две возможности. Может оказат_§Ся, что нижняя граница 
норм токов, реализующих диаграммы F(rp), которые отстоят от 
F(rp) на расстояние, не меньшее В, достижима, т.е. что 
N(B) < оо (рис. 1 3. 1в, кривая 4) . Если диаграмм, для которых 
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11 = В, несколько, то N(B) есть наименьшая из соответствующих 
им норм тока. 

Наконец, последний вид кривой N(d) будет иметь место, если 
диаграмма F(rp) неаппроксимируема, и все диаграммы, для которых 
11 = В, нереализуемы. Тогда кривая имеет вертикальную асимпто
ту d = В, т.е. N(B) = оо ,  но при любом е (е > 0) 
N(B + е) < оо (рис. 13. 1в, кривая 5) . 

3. Приведем теперь элементарные прИмеры для всех пяти 
случаев, изображенных на рис. 13. 1 ,  приняв, что С-окружность. 
Введем обОзначения, которыми мы будем пользоваться и далее. 
Обозначим через tpт(rp) (m = О, 1 ,  . . .  ) ортонормир()ванную систему 

j '  диаграмм ./ '  _,.�1 
1 1 Ф0 = Y'!ii• Ф

т
(rр) = -т,;- cos(mrp), т =  1 ,  2, ... (13.7) 

Как и раньше, мы для простоты записи ограничились четными 
по tp функциями. Ортонормированную систему токов на С 
обозначим через j (д) (n = О, 1 ,  . . . ) .  Для окружности (и только n 
для нее) эта система совпадает с ( 13.7) : 

i0(д) = �· in(д) = -}я cos(w), n = 1 ,  2, .. . 

Очевидно, что 
27l 
fФт(rр) ФiVJ) drp = d

ffl4
, 

о 

27l 
Jj (д) j (д) d д = d . n р пр 
о 

(13.8) 

( 13.9) 

Разложим в ряд Фурье по функциям tp m!._VJ) как заданную 
функцию F(rp) ,  так и реализуемую функцию F(rp): 

F(tp) = L Атtр т
(tр), F(tp) = L Атtр т(rр), (13.10а,б) 

т =' О  т 
где мы несколько изменили обозначения по сравнению с (3. 1 1 ) .  

В этом пункте мы для простоты записи примем F(rp) 
вещественной, так что А -вещественные числа. Тогда и кот 
эффициенты Фурье А функции F(rp), обеспечивающей минимум т 
N, будут вещественны (см. ниже (15.9) ) ,  и мы можем для 
окружности (функции tp т(rр)-вещественны) полагать и F(rp) 
вещественной функцией. Условия нормировки (13.2) дают 

03. 1 1а,б) 
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Ток j{fJ), создающий диаграмму F(rp), разложим в ряд по 
функциям (13.8) : 

i(fJ) = 2: Bnjn(1J). ( 13. 12) 
n = O  

Коэффициенты Bn легко выразить через An. Это можно сделать, 
полъзуясь общим соотношением (3.8) , в котором ядро dt для 
окружиости имеет вид exp[ika cos(fJ - rp)] , и вычислить соответ
ствующий интеграл с помощью формулы (12.4) . С точностью до 
несущественного множителя получим известную формулу 

В = А  /J (ka), ( 13 . 13) n n n 
где а - радиус · окружности С. Норма тока есть - 1 /2 

N = {2: A;/J;(ka)} . ( 13 . 14) 
Здесь вновь опущен множитель, о чем мы не будем 

напоминать, приводя численные примеры к формуле ( 13. 14) . 
Начнем с нахождения функции F . (rp) ; для этого надо найти ШIП 

наибольший из знаменателей в (13.14) . Первые три примера (см. 
рис. 13.la, б) мы приведем для верезонаиеной екружности 
ka = 5,0. Для этого значения ka наибольшим среди всех чисел 
I J  (ka) 1 (n = О, 1 ,  ... ) будет lika), равное 0,39. Поэтому _ п  F . (rp) = 1f'4(rp), а минимальное значение N (см. (13 . 14) ) ,  � - -
совместимое с (13 . 1 1б) , будет при An = О  (n :;ill: 4) , А4 = 1 .  Это 
минимальное значение есть N . = 2,6. Никакой ток на этой mш 
окружности, создающий диаграмму, нормированную по ( 13.2) , не 
может иметь норму, меньшую, чем 2,6. Расстояние 11 между любой 
функцией F(rp) с коэффициентами Фурье An и Fmin(rp), согласно 

{ }1/2 ( 13.5) и ( 13. 1 1 ) ,  равно '1J = 2 - 2 А4 • 

Кривая 1 (см. рис. lЗ . la) соответствует случаю, когда задан
ная функция F(rp) равна 1f'irp); тогда для всех о F(rp) = Fmiirp), 
а N(o) = N min' 

Кривую 2 (см. рис. 13.16) мы получим, приняв, например, 
F(rp) = 1f'0(rp). Тогда '1] = "}; согласно (13.5) 11 всегда равно V!, 
если F(rp) ортогонально F . (rp), соответствующей данной линии ШIП 
С. При этом N(O) = 1 / I J0(ka) 1 ,  что для выбранного ka равно 5,6. 

При любом о (о s 1J) функция F(rp), которой соответст
вует минимум N, будет линейной комбинацией F(rp) и 
Fmin(rp), т.е. в нашем примере (А0 = 1 ) будет иметь вид 
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F(lfJ) = A0f/'Q.(lfJ) + A4tf!ilf). Действительно, пусть F(lfJ) содержит еще 
слагаемое Aтf/Jт(lf) (т � О, т �  4) . Из условия !J. =:_о и условия 
нормировки ( 13. 1 16) следует, что величина А0 и сумма 

А42 + А2 не зависят от А ; они зависят только от о. Чем больше т - т -
коэффициент Ат' тем меньше коэффициент А4• В выражен�и 
для N, которое будет состоять из трех слагаемых, от А т 

-2 2 зависит только сумма двух последних �агСJемых A/Jika) + 

+ А2 /J2 (ka). Так как I J4(ka) 1 > I J (kq{l , то nри nостоянной т т т 
�).; 

(не· зависящей от
_ 

Ат) величине А� + А� эта сумма будет 
наименьшей, если Ат = О. 

Легко найти явный вид зависимости N от о. Уравнение 
кривой 2 рис. 13 . 16  nри о s 'tJ будет 

N(d) = /н'(') + ('';, d') ' 
IN2(0) - N'(�)l 1'/

2 
( 1 3. 15) 

(см. ниже формулу ( 13. 1 7) , частным случаем которой является 
( 1 3. 15) ) .  При о > '1'J N(o) = N(ТJ). 

Кривая 3 рис. 13.16 nолучается, если F(lfJ) отличается, 
наnример, от Y'o(lf) на слагаемое, nредставляюшее собой нере-
ализуемую, но аппроксимируемую функцию. Напомним, что 
нереализуемость функции означает, что ее коэффициенты 
Фурье А убывают с ростом т настолько медленно, что т 
lim(т iA 1 t /т) равен бесконечностИ. При этом, разумеется, ряд т 
( 13. 10а) должен сходиться. Если расстояние между F(lfJ) и 
реализуемой функцией (в нашем примере-функцией Y'o(lf)) мало, 
имеет nорядок е (е « 1 ) ,  т.е. норма нереализуемого слагаемого 
равна е, то уже nри о »  е кривая 3 рис. 13 . 16  близка к кривой 2. 
Соответствующее значение t'j отличается от У! тоже на величину 
nорядка е . 

Кривые рис. 13. 1 в  оnисывают зависимость N(o), когда С
резонансная окружность (и, вообще, особая линия) . Пусть, 
наnример, ka = 2,405, т.е. равно nервому корню функции 
J0(ka). Соответствующее ортогональное доnолнение есть lfo(lf). 
Если в ряде Фурье для F(lfJ) А0 � О, то диаграмма F(lfJ) 
неаппроксимируема. В ряде чисел I J n(ka) 1 n = О, 1 ,  . . .  для этого 
значения ka наибольшим будет J1(ka) = 0,52. Поэтому 
Fmin(lf) i!!! f/l1 (lfJ), и, согласно 03. 1 4) , Nmin = 1 ,9. 
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Кривая 4 рис. 13.1в соответствует, например, функции 
F(tp) = А0ф0(tр) + А2ф2(tр). Кривая начерчена для А0 = А2 = 
= 1 /VI. Ближайшая к F(tp) реализуемая функция F(tp) (нор
мированная) существует и равна Фz(VJ). Расстояние между этой 
функцией и F(tp) легко выразить через А0, используя OЗ. l l a) ;  
оно равно 

в = {2 - 2V l - A � } 1 12. ( 13. 1 6) 
Здесь В - ширина <(щели», т.е. расстояние между асимптотой 
рис. 13. 1в  и осью ординат. При нашем выборе А0 величина 
В =  0,77, а норма тока, создающего диаграмму Фz(VJ) , т.е. N(B), 
равна l / 1 J 2(ka) 1 , что при ka = 2,405 равно 2,3. Если бы мы не 
требовали, чтобы норма диаграммы F(tp) была равна норме 
диаграммы F(tp), то ближайшая к F(tp) реализуемая диаграмма 
была бы А2ф2(tр) , и расстояние между этими диаграммами было 
бы равно А0 = 0,71 ,  т.е. было бы несколько меньше, чем по 
формуле 03. 16) . _ 

Расстояние между F(tp) и F . (tp), т.е. rJ, равно V'I, как и в mш 
примере с нерезонансной окружностью. Совпадают (с очевидным 
смещением на В) и кривые 2 рис. IЗ. lб  и 4 рис. 13. 1 в. Точнее, 
при В S � S "1 

( 1 3. 1 7) 

При В =  О эта формула переходит в ( 13.16) .  
Получим формулу 03.17) .  Для этоrо надо сначала доказать, 

что функцию F(tp), обеспечивающую минимум N, следует искать 
в виде 

- -
F(tp) = AtФt(tp) + AzФz(VJ). ( 1 3. 18) 

Первое слагаемо:_ в 03.18) nропорционально F min(tp), второе
отличается от F(!f) только отсутствием сла:rаемоrо с ф0(tр), л проnорциональноrо F(tp). В общем случае это второе слагаемое 
пропорционально разности 

2Jr л 
F(tp) - F(tp)J F(rp)F'(tp) d tp, 

о 
л такая функция ортагональна F(tp). Доказательство формулы 

( 1 3. 1 8) строится таким же образом, как выше для В =  О. К сумме 
99 



( 13 . 18)  добавляется слагаемое AmФm(lfJ) (т • l ,  т • 2) и пока
зыва�ся, что норма 03. 1 4) будет минимальна (при заданном о) 
при А = О. т -

Таким образом, F(tp) имеет вид (см. ( 1 3. 18) ) ,  так что 
- - l/2 N(o) = {A;N2('1) + А�2(В)} . 03 . 19) 

Коэффициенты А
1 

и А2 выражаются через А2, так как 

о2 = 2 - 2А�2 и А� + Ai = 1. В свою очередь, и_спользуя условие 

А� + Ai = 1 и формулу ( 13. 16) , можно h выразить через В . 
.� �  После элементарных, но громоздких выклад8l<.: получается формула 

( 13 . 17) .  
Кривая 4 рис. 13. 1в  будет иметь несколько иной вид, если л 

F(tp) содержит, · кроме члена с F(tp), еще член, пропорцио-
нальный Fmln(tp), например, если F(tp) будет иметь вид 
F(tp) = А0ф0(tр) + A 11Jl1 (tp). Тогда при о <  В решения не будет, а 
при всех о <?:: В функция F(tp), минимизирующая N, будет 
совпадать с Fmin(Y') = 1p1(tp). Зависимость N(д) будет описываться 
такой же прямой, как линия 1 рис. 13 . 1а, только начинающейся 
не при о = О, а после щели, т.е. при d = В. Этот случай 
описывается той же формулой ( 13. 17) при N(B) = N(1J). 

И ,  наконец, кривая 5 рис. 13. 1в  получается, если F(tp) 
содержит, кроме слагаемого А0ф0(tр), еще слагаемое, ряд Фурье 
которого сходится медленно и nредставляет собой нереализуемую 
функцию. Если норма е этого слагаемого мала, то при о - В »е 
влияние его мало, и кривая 5 приближается к кривой 4. 

4. Как уже отмечалось, практический интерес представляют 
и другие, кроме ( 13.3) , иор.мы тока, т.е. другие функцианалы от 
реализуемых диаграмм F(tp ). Минимальные значения этих норм 
являются функционалами от заданных диаграмм F(tp) и зависят 
от о. Наибольший интерес, наряду с ( 13.3) , представляют 
величины 

N1 (�) = !! [ li(s) 1 2ds + 1 di(s)/ds l 2[ d')'12; 
1 /2 

N2(д) = j{ ! d.i{s)/ds 1 2dsl . 
0 3.20а,б) 

Как и выше, минимум берется по всем F(�), лежащим в области 
( 13.4) . Величина N2, разумеется, не является нормой в мате-
матическом смысле, так как она может быть равна нулю и при 
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J(s) ,е О. Норма N характеризует только величину то�а, норма 
N2-только скорость изменения тока на С, а норма N1 объединяет 
оба критерия. В конкретной технической задаче оба слагаемых в 
N1 могут быть введены с различными весами, характеризующими 
относительную значимость обоих возможных недостатков антен
ны-большой ток и быстропеременный ток. 

Разумеется, Ni(d) (см. ( 13.20а) ) не равна сумме квадратов 
норм N2(d) (см. ( 13.4) ) и N;(d) (см. ( 13.20в) ) ,  так как минимум 
соответствующих норм достигается на различных функциях 
F(tp) .  Оба слагаемых в N�(d) не меньше своих минимальных при 
данном d значений, и 

( 13.21 ) 
Качественно характер зависимости N1(�) и Nid) от �-такой 
же, как N(d), с тем очевидным различием, что для Niд) 
F min(tp) = coпst, а минимальное значение Nid) для всех линий 
С равно нулю. ' 

S. Закончим этот параграф кратким анализом другой возмож
ной формулировки задачи об оптимальном токовом синтезе. В 
§ 7 мы рассматривали дополнительные возможности, возникающие 
в задаче аппроксимации, если задана не полная (комплексная) 
диаграмма F(tp) ,  а только ее амплитуда Ф(tр) (см. (7. 1 ) ) .  Эти 
возможности, разумеется, шире, чем при аппроксимации полной 
диаграммы. В частности, даЖе для особых линий аппроксимируемы 
многие . амплитудные диаграммы. 

Подобно этому, можно сформулировать и задачу оптимального 
токового синтеза, считая заданной только функцию Ф{tр )

амплитуду той диаграммы F(tp), к которой надо приблизиться со 
сколь возможно малой нормой тока. Задача в этой формулировке 
состоит в том, что надо найти такую комплексную реализуемую 
диаграмму F(tp) = Ф(tр) ехр [ -i W(tp)] и такую фазу 'P(tp), чтобы 
расстояние !1 (см. ( 12. 1 ) ) между F(tp) (см. (7. 1 ) ) и F(tp) было не 
больше заданного числа_ d  (условие (13.4) ) ,  а норма тока, 
реализующего днаграмму F(tp) ,  была наименьшей среди норм всех 
токов, удовлетворяющих условию (13.4) . Отличие этой фор
мулировки от той, которая припята выше в этом параграфе, 
состоит в том, что варьируется также и фаза 'P(tp). Найденная 
при этом норма будет не больше, чем в задаче, в которой 
'P(tp) является заданной функцией. 

Непосредственное решение этой задачи значительно сложнее, 
чем задачи в формулировке, припятой в начале параграфа. Взятие 
амплитуды и фазы комплексной функции является нелинейной 
операцией, поэтому неприменима стандартная процедура опреде
ления экстремума функционала; использованная в общем виде 
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ниже в § 15. Можно, однако, предложить простую ятерацион
ную процедуру, позволяющую сравнительно просто приближенно 
решить эту нелинейную задачу. В конце пункта мы выскажем 
некоторые соображения, объясняющие, почему мы не стали 
реализовывать эту процедуру. 

Задана функция Ф(1')· Припишем к ней произвольную фазу 
'11 0(11) и решим для комплексной функции F(11) с амплитудой 
Ф(11) и этой фазой задачу оптимального токового синтеза, т.е. 
найдем функцию F0(11) = Ф0(1') ехр [ -zW0(11)J , отстоящую от 
F0(1') на некоторое расстояние А, которой соответств_ует минималь
ная норма тока. Это будет первый шаг ите�Ционного процесса. 
Затем будем минимизировать А, сохраняя !$;;денную на первом 
шаге функцию F0(1') - искать такую фазу '111 (11), чтобы 
расстояние от F0(1') до функции F1(11) с этой фазо� '111 (11) было 
минимальным. Так как расстояние между F1 (11) и F0(1') равно 

А �  jz - 27Ф(�)Ф0(-р) ros [Ч'0(-р) - 'l't(-p)[ <1-р(', ( 13.22) 

а Ф(11) Ф0(1') <!:: О, то наименьшим оно будет при cos [ . . .  ] = 1 .  

Второй шаг ятерационного процесса состоит поэтQJ.�у в замене 
первоначально вы�анной фазы '11 0(11) на '111 (1') = '11 0(11 ). В этом 
шаге функция F0(1') не изменится, не изменится и норма 

тока. В конце шага расстояние 

На следующем шаге надо вновь решать задачу оптимального 
токового синтеза, т.е. искать реализуемую диаграмму F1(11), 
находящуюся на расстоянии А от функции F1 (1'), имеющей 
заданную амплитуду Ф(11) и фазу '111 (1'), найденную, как и число 
А, на втором шаге, и так далее. 

На каждом шаге либо будет не увеличиваться N (при 
постоянном А) , либо будет не увеличиваться А (при постоянном 
N) .  Так как обе эти величины ограничены снизу (они неотрица
тельны) ,  то процесс сходится. При этом будет получена кривая 
N(r3), лежащая, вообще говоря, левее кривых рис. 13. 1 ,  соответ
ствующих диаграммам с амплитудой Ф(11) и какой-либо случайно 
выбранной фазой. 

Однако в задачах с узконаправленными диаграммами исполь
зование дополнительной степени свободы-возможность выбрать 
оптимальным образом фазу диаграммы-не даст, повидимому, 
существенного выигрыша, если только в первоначально заданной 
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комплексной диаграмме фаза не была быстро меняющейся 
функцией от !f'· Уменьшение о, которое может быть достигнуто, 
будет значительным только при очень больших N. Хотя кривые 
рис. 13 . 1  даже для особых линий будут существовать при всех о, 
но приближение их к вертикальной асимптоте о = О будет 
происходить лишь при N » 1 .  _ 

Норма тока, реализующего диаграмму F(!f'), тем бол�ше, чем 
медленнее убывают коэффициенты Фурье в разложении F(!f). Это 
следует в частном случае (С-окружность) из 03. 14) ; в общем 
случае это будет доказано ниже (см. ( 14.23) ) .  Ортогоналъностъ л 
F(!f') к F(!f'), т.е. условие аппроксимируемости, при котором только 
и происходит смещение иривых рис. 13.1  к асимптоте о =  О, может 
быть достигнуто лишь таким выбором фазы 'll(!f), чтобы л 
произведение F(!f') Y(!f') меняло знак в области, где Ф(!f') велико 
(см. § 7) . Это область главного лепестка диаграммы Ф(!f'); для 
узконаправленных диаграмм эта область мала. Фаза 'll(!f') должна 
на малом интервале углов измениться на n. Быстрое изменение 
F(!f') означает, .  что в ряде Фурье этой функции сильно 
подчеркнуты высокие гармоники. ПоЭТО!'.fУ норма тока, реализу
ющая такую или близкую к ней диаграмму, велика. 

И для аппроксимируемых диаграмм, т.е. если для первона
чалъной диаграммы было В = О или если С - не особая линия, 
и для неаппроксимируемых диаграмм при о > В уменьшение о 
за счет оптимального выбора фазы 'P(!f') мало, во всяком случае 
для наиболее интересной области неболъших значений о. Дей
ствительно, для малых о получающаяся при оптимальном синтезе 
диаграмма F(!f') по определению величины о близка к заданной 
функции F(!f') с фиксированной фазой. Следовательно, и получа-
ющаяся фаза W(!f') близка к заданной фазе _'P(!f) . В выражении 
( 13.22) для расстояния между F(!f') и F(!f) интеграл, как 
отмечено, берется фактически только по области главного 
лепестка диаграммы F(!f'). Замена в небольшой области выражения 
cos($ - '11) на единицу (т.е. замена заданной фазы на «Лучшую») 
приведет · при близких W(!f) и 'll(!f') лишь к очень малому 
уменьшению 1:1, т.е. к малому смещению влево кривых рис. 1 3. 1 .  

§ 14. Обобщенные функции двойной ортогоналъности. 
Неаппроксимируемость и существование 
неизлучающих токов 

1 .  При решении задачи, сформулированной в предыдущем 
параграфе, центральным моментом .§ыло вычисление тока i(s) на 
С, создающего данную диаграмму F(!fJ). Элементарные примеры, 
на которых в § 13 иллюстрировалась идея метода оптимального 
токового синтеза, относилисъ к окружности. При этом исполъзо-
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вались две системы функций 03.7) и (13.8) , полньr.е и 
ортонормированные соответственно на С и на интервале (0,2:тr) , 
обладающие следующим свойством: каждый ток, равный 
одной из функций jn(s) из снетемы 03.7) , создает диаграмму, 
nропорциональную одной функции 1/Jn(f>) из системы ( 1 3.8) . 

Поэтому коэффициенты Фурье разложения тока в ряд по jis) 
(см. ( 1 3. 1 2) )  выражались через коэффициенты Фурье разложения 
диаграммы в ряд по Фif>) (см. ( 1 3. 106)) простыми одночленными 
формулами ( 13. 15) .  Как мы увидим в §  15, именно существование 
таких же простых соотношений для произвольной линии · С 
позволит и в общем случае решить задаЧу оптимального токового 
синтеза. В этом параграфе мы для nроизвольной линии С построим 
соответствующие систеМЬI токов i/s) и диаграмм 1/J n(f>) ,  облада-
ющих теми же свойствами, что и тригонометрическв:е функции 
( 1 3.7) и 0 3.8) для окружности. 

Использование таких систем функций является одним из 
способов решения интегрального уравнения первого рода (ер. (3.8) ) 

J $(s, tp) j(s) ds = F(tp) ( 1 4.0  
с 

относительно j(s) при данном F(tp). При условиях, сформулирован
ных в § 3, при которых ( 14. 1 )  имеет решение j(s) с конечной 
нормой, т.е. когда диаграмма F(tp) реализуема контуром С, 
интегральное уравнение можно решать, разложив j(s) и F(tp) в 
ряды соответственно по функциям jn(s) и 1/J n(tp); решение 
оказывается элементарным. Этот известный метод был уже давно 
перенесен в теорию антенн. Для численного решения уравнения 
(14.1 )  он, повидимому, не· очень эффективен, так как нахождение 
функций jn(s) и Фn(f>) само nредставляет собой сложный в 
вычислительном отношении процесс. Однако в общих построениях 
применевне этого метода целесообразно. 

Функции j (s) и 1/J (tp) определяются только линией С и n · n 
ядром $(s, tp); от правой части уравнения ( 14 . 1 )  они не зависят. 
Мы назовем эти функции обобщенными функциями двойной 
ортогонаЛьности, имея в виду, что более простой термин-функции 
двойной ортогональности-установился для систем функций, явля
ющихся частным случаем рассматриваемых здесь систем, а именно, 
для функций, получающихся, когда С-отрезок прямой. Разуме
ется, эти функции не являются обобщенными функциями в 
обычном понимании. 

Ядро интегральноГ<? уравнения oX'(s, tp) в 0 4. 1 ) , как известно, 
равно 

$(s, f>) = Cexp [ikr(i>) cos(i> - tp)] , 
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1 

Здесь s-безразмерная длина дуги, нормированная условием (3.3) , 
д =  д(s)-полярный угол, соответствующий данному значению s, 
и r(д)-правая часть уравнения г = r(д) линии С. Для простоты 
мы предполагаем, что функция г(д)-однозначная. Если С -
незамк�:�утая кривая, то эта функция определооа только на части 
интервала (0,2л;). 

2.  В этом параграфе мы воспользуемся некоторыми про
стейшими терминами функционального анализа и несколькими 
элементарными его результатами. Всюду, где это возможно, мы 
будем давать физические пояснеtfия как промежуточных, так и 
окончательных результатов. 

Существует оператор К-интегральный оператор 04. 1 )  с ядром 
( 14.2)-переводящий любую функцию j(s) , определенную на С, 
для которой интеграл (14 . 1 )  существует, в функцию F(!f'), 
определенную на (0,2л;) : 

К. = F. 0 4.3) J 
Не существует, как известно, обратного оператора, который, 
действуя на F, давал бы j, т.е. такого оператора, определенного 
для всех функций в интервале (0, а) ' чтобы последовательное 
применение К и этого оператора цавало бы тождественное 
преобразование. Если бы он существовал, то все диаграммы были 
бы реализуемы, т.е. операторвое уравнение (14.3) имело бы 
решение при всех F(!f'). 

Введем в пространстве функций j(s) скалярное произведение 
(см. (3. 18 ) )  

( jl '  j2) = fj1 (s) J;(s) ds, О 4.4) 
с 

и скалярное произведение в пространстве функций F(!f') 
21l 

(F1 ,F2) = f F1 (rp) F'*z(rp)d!f'. ( 14.5) 
о 

ii' При этом U, J) естЬI.Квадрат нормы j(s) (см. ( 13.3)) ,  а (F, F)-квад-
рат нормы Filf'), /т.e. неотрицательные числа. Мы далее будем 
иметь дело только с функциями j(s) и F(!f') с конечными нормами. 

Определим сопряженный к оператору К оператор /(f ·условием, 
что для любых функций j(s) и F(ip) справедливо тождество 

(/(fF, J) = (F, KJ). ( 14.6) 
Этот оператор является интегральным оператором с ядром 
$"*(s, rp), т.е. 

21l 
к'F = c*J ехр [-ikr(д) соs(д - !f')] F(rp) drp. 

о 
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Действительно, для такого оператора леваи сторона равенства 
( 14.6) есть 

с"{ [! ехр [ - W(�) cos(D - �)I F(�) d�]j •(s) ds, ( \4.8) 

а правая сторона ( 14.6) , согласно (1 4.3) и (1 4.2) , есть 

с" { F(f>) [ { ехр [ -W(D) cos(D - �)11 \s) ds] d�. ( 14.9) 

Эти два двойных интеграла равны друг другу, что и доказывает 
( 1 4.6) при введении Х.С по ( 14.7) . 

Перейдем к построению систем функций j (s) и. '1/J (У') ,  следуя n т 
[29) . Введем два «итерированных» оператора Х.Ск и КХ.С. Первый 
из них действует на функции, определенные на С, и nере!\одит 
их в другие функции, тоже определенные на С. Второй действует 
на функции, определенные на интервале (0,2л;) , и переводит их 
в функции на том же интервале. Оба оператора-самосопряжен
ные, т.е. для любых двух функций j1 (s) и iz(s) справедливо 
тождество 

( 14 .10а) 

и для любых двух функций F1 (Y') и F2
(Y') справедливо тождество 

( 14 .106) 

Эти тождества легко проверить, дважды последовательно применяя 
определение ( 1 4.6) . 

Оба оператора Х.С К и кХ.С - интегральные. Для nервого из 
них ядро интеграла можно наnисать в явном виде. Это ядро в 
свою очередь является интегралом и равно 

. Ь!:  
/ С / 2 J ехр {ik [r(D) cos(D - У') - r(D') cos (D ' - �)) }d�. ( 1 4.1 1 )  

о 

Этот интеграл-табличный (см. (5.15)) ,  он выражается через 
функцию Бесселя от аргумента kR(D , D'), где R(D, 0')-расстояние 
между двумя точками на С, соответствующим nолярным углам 
д и д1, т.е. 

( 1 4. 12) 
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Таким образом, 

X.CKj(iJ') = 2n iC 1 2fJ0 [kR(iJ, �')] j(�) ds. 
с 

Ядро аналогичного интегрального оператора кк_С 
I C I 2{exp [2ikr(i') sin lfJ ;  tp' sin (i' - tp' ; I{J) ] ds 

04. 13а) 

( 14 . 13б) 

для nроизвольной линии С нельзя привести к такому же простому 
виду. В отличие от ядра в (14 .13а) оно, вообще говоря, не 
вещественно (см. замечание в конце этого пункта) . Если С -
окружность, то ядро 04. 13б) вещественно и пропорционально ( I{J 

- tp') J0 2ka sin 2 . 

Систему функций j/s) мы выберем как систему собственных 
фуюсций оператора Х.Ск, а систему функций 1/J (tр)-как систему т 
собственных функций оператора кк_С. Рассмотрим два однородных 
уравнения 

( 14 . 14а,б) 
Здесь А. (n = О, 1 ,  . . .  ) и Ji (т = О, 1 ,  . . . ) - собственные значения. n т 
Собственные значения самосопряженных операторов вещественны; 
А. -+ О при n -+ оо и Ji -+ О при т -+ оо. Собственные функции n т 
самосопряженных операторов образуют полные ортогональные 
системы. Если есть вырождение, т.е. например, какому-либо 
собственному значению А. соответствуют несколько линейно n 
независимых собственных функций j ( s), то эти функции всегда n 
можно ортогонализировать линейным преобразованием; далее мы 
это оговаривать не будем. Обе системы мы пронормируем на 
единицу, так чтоt;";. 

(j · ) = с5 tt.E 1/J ) = с5 n' JP _пр' .YF' т' q mq' 04.15а,б) 
Этим мы одновременно пронормируем и функции Kj и n 

функции к_С1f1 • Действительно, умножив (14 .14а) скалярно на т 
jn(s) и восnользовавшись определением (14.6) , получим, согласно 
04.15а) 

(Kj ' Кj )  = А.  • n n n 
Таким же образом из (14 . 14б) и 04.15б) следует 

04. 16а) 

( 14 . 16б) 
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Отсюда в частности следует, что числа Л и р. неотрицательны. n т 
Между системами jn(s) и 1/J т(<р) существует связь, обязанная 

симметрии в структуре обоих операторов в ( 1 4. 1 4).  Подействуем 
сначала на обе стороны равенства ( l 4. 1 4a) оператором К. 
Полученное операторвое соотношение можно заnисать в форме 

Kdtc(Кj ) = Л  (Kj ) .  n n n ( 14. 1 7а) 

Соnоставим это уравнение для Kj с ( 14 . 1 46) . Если функция n 
Kjn не равна тождественно нулю, то она является одной из 
собственных функций 1jJ оnератора кК.С, а именно, той функцией, т 
для которой Р.т = Лп. 

Точно так же, действуя на 04.146) оператором К.С, получим 

( 14 . 176) 

Если функция к_C1jJ т не равна тождественно нулю, то она является 
одной из собственных функций j оnератора К.СК-функцией, n 
относящейся к тому собственному значению Л , для которого n 
л = р. • n т Обозначим номер т, для которого !Jт = A.n' через m(n), а 
обратную функцию через n(m), так что, по определению 

Л - u  п(т) - �""т' Р. - л  т(п) - п' ( 14 . 18) 

Очевидно, что когда т nринимает все значения, ·  соответству
ющие всем р. , то n(m) nринимает все значения, соответствующие т 
всем лп' и наоборот. 

Определяя коэффициенты проnорциональности между Kjn(m) и 
1/Jт из ( 1 4. 16а) и ( 1 4. 156) , nолучим 

KJ. = �·�· . n(m) �""m'f'т 

Аналогичнр, из ( 1 4. 1 66) и ( 1 4. 15а) следует, что 

К.С•I• 
( = UJ" . 'f'т n) n n 

( 14 . 19а) 

0 4. 1 96) 

Таким образом, построены две полные системы ортонор
мированных функций. При условии, что все собственные значения 
Л и р. отличны от нуля, они связаны между tобой соотношениями n т 
( 14 . 19) ,  где К-тот же оператор, который участвует в уравнении 
( 1 4. 1 ) .  
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Для окружности функции jn и 1f т -тригонометрические 
функции 03.7) и ( 1 3.8) . Собственные значения легко вычислить, 
наnример, из 0 4. 1 6б) , nодставив явный вид ядра ( 1 4.7) 
интегрального оператора к!-. Вновь используя табличный интеграл 
для функций Бесселя, получим 

( 14.20) 

Из вещественности ядра однородного интегрального уравнения 
( 1 4.1 3) следует, что его собственные функции jn(fJ) вещественны 
(с точностью до множителя exp{ia), а = const) . Отсюда, в 

. частности, следует, что функции 1f т(r.р) удовлетворяют тому же 
условию (5. 17) ,  что и функции ортогонального дополнения F(r.p). 
Это легко nолучить из ( 1 4. 1 9а) и из вида ядра интегрального 
оператора К ( 14.2) . Из ( 14. 1 9а) и вещественности iis) следует, 

что ..r,;-1/'* (r.p) = к*j (s) , а ядро ( 14.2) обладает очевидным т т n 
свойством Jr"'(s,r.p) = Jr(s,r.p + л), так что 1р* (r.p) = 1f (r.p + л). т т 
Разумеется, это согласуется с (14. 1 96) . Мы воспользуемся этим 
свойством функций 1f m(r.p) в n. 4. 

Если линия С имеет центр симметрии,  т.е. r(fJ + л) = r(fJ) , то 
и функциИ tp m(r.p ) ,  зависящие только от С, до,;,жны удовлетворять 
такому же условию 1f т(r.р) = 1f т(r.р + л) с точностью до постоянного 
множителя с :модулем единица. Совместно с (5. 1 7) это означает, 
что Фт(r.р) тоже вещественно. Этот результат :может быть получен, 
разумеется, и непосредственно из приведеиных выше формул. 
Например, из вида ядра ( 14. 1 3б) интегрального уравнения для 
tp т(r.р) видно, что при r(fJ + л) = r(fJ) оно вещественно, а из этого 
следует вещественность 1f (r.p). Окружность является линией с т 
центральной симметрией, и для нее функции 1f т(r.р) ( 1 3.7) 
вещественны. 

3. Для решения уравнения ( 1 4.3) разложим заданную функцию 
F(r.p) и иско:мый'Т'ек в ряды по системам 1f (r.p) и j (s). Запишем , 1 /  т n 
эти ряды в • ФOW<te 

F(r.p) = L Ат ф т(r.р) , j(s) = L Вт jn(т)(s). ( 1 4.21 а,б) 
т т 

Подставив эти ряды в ( 1 4.3), получим, сравнивая коэффициенты 
при 1f (r.p) с обеих сторон, т 

В = А J..r,z-. т т т 
Квадрат нормы тока, согласно ( 14.21 6) и ( 1 4.22) , будет 

( 1 4.22) 
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( 14.23) 
т 

Решение в форме (14.21б) с коэффициентами ( 14.22) спра
ведливо, если ряд ( 14.23) сходитёя. Рассмотрим сначала линии С, 
для которых при всех т # ;t: О. Тогда для сходимости т 

этого ряда необходим_о и достаточно, чтобы коэффициенты 
А т = (F, '1/J т) разложения заданной диаграммы F(rp) убывали с 
ростом т достаточно быстро по сравнению с У/Г. 

Это.-формулировка условий реализуемости да�ной диаграммы 
данным контуром, приведеиная в терминах обобщенных функций 
двойной ортогональности. Она объединяет сформулированные в 
§ 3 условия реализуемости диаграммы F(rp) каким бы то ни было 
током, локализованным в конечной области-это условие (суще
ствование предела (3.1 1 ) )  зависит только от F(rp)-и условие 
реализуемости током, локализованным на С, определяемое 
взаимным расположением С и окружности с радиусом а0 (см. 
(3. 1 1 ) ) .  Несмотря на свою лаконичность, условие реализуемости 
в форме требования сходимости ряда (14.22) практически менее 
удобно, чем условие в форме, приведеиной в § 3, так как для 
его применения надо знать поведение собственных элементов 
уравнения · 04. 14б) при больших номерах. И эта форма условия 
реализуемости подтверждает, разумеется, известный резу ль тат, 
сформулированный в § 3-так как различие между нереализуемой 
(но аппроксимируемой) и реализуемыми диаграммами зависит от 
дальних коэффициентов разложения ( 14.2la) , то переход между 
такими диаграммами может быть достигнут сколь угодно малым 
их возмущением. . 

Из формулы (14.23) следуют также и условия, при которых 
линия С будет особой. Очевидно, что это будет иметь место, если 
для какого-либо т (т = q) будет 

# = о. q ( 14.24а) 
При этом аппроксимируемы те и только те диаграммы F(rp), для 
которых равно нулю А = (F,'f/J ), т.е. которые ортогопальмы q q 
'1/J (rp). Таким образом, при условии (14.24а) существует функция q л . . 
ортогонального дополнения F(rp) = '1/J (rp). Если А ;;!!; О, то q q 
ближайшая к F(rp) аппроксимируемая функция F(rp) (ненор
мированная) получается из F(rp) удалением и.з ряда ( 14.21а) 
слагаемого А tp (rp). Расстояние между F(rp) и F(rp) равно I A 1 ,  q q л q 
т.е. равно 1 J F(rp) F*(rp) drp 1 , как то и было получено в § 13  (см. 
текст после (13 . 16) ) .  

4. Введение обобщенных функций двойной ортогональности 
позволяет, в частности, дать качественный анализ явлений, 
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происходЯIЦих при каком-либо предельном переходе, при котором 
линия С приобретает свойство неаппроксимируемости, т .е. ста
новится особой. Кроме того, при использовании этих функций 
естественно подчеркивается связь, которая иногда существует 
между этим свойством и свойством «на С возможен неизлучающий 
ТОК». Эта связь сложнее, чем можно было предположить из 
примера, приведеиного в § 1 ,  п. 2. Оказывается, кроме того, что 
между этими свойствами существует довольно высокая степень 
симметрии. 

Если на С возможен неизлучающий ток Дs), то, по 
определению 

-r-K] = О. ( 14 .25) 
Следовательно, Дs) является одной из собственных функций 
оператора ( 14. 1 4а) , а именно той, для которой 

А. = О. 04.246) 
р 

На линии С возможен неизлучающий ток тогда и только тогда, 
когда для векоторого номера n = р выnолняется ( 14.246) . 

Этими двумя свойствами - неаппроксимируемостью (см. 
04.24а) ) и существованием неиэлучающего тока (см. (14 .246)) -
линия может обладать независимо. Это проще всего про
иллюстрировать на трех примерах, которые уже бьии рассмотрены 
выше. Для резонансной окружиости (/ (ka) = 0) имеют место оба 

р 
эти свойства-диаграмма cos(qrp) есть ортогональное дополнение л 
F(rp), так что окружность-особая линия, а ток cos(q/)) на ней не 
излучает. Совпадение этих функций от rp и от D (т.е. от s ) 
является свойством именно окружности, и не с этим совпадением 
связано одновременвое наличие обоих свойств. Контуров, однов
ременно обладающих обоими свойствами, «континуально мноГО». 
Примером ливни, для которой существует F(rp), но нет Дs), 
является дуга такой окружности-особая иезамкнутая линия; 
незамкнутый ток всегда А'злучает. Примерам линии, для которой 
есть неизлхчающий ток j(s), но которой не соответствует никакая 
функция F(rp) о�rональиого дополнения в пространстве диаг
рамм, является JИ(Юой неособый замкнутый резонансный контур, 
например криволинейный четырехугольник (см. рис. 1J.2) , для 
которого было доказано, что соответствующее ему поле u(r,rp) без 
особенностей во всей nлоскости не существует. 

Для того чтобы пояснить, как независимость свойств ( 14.24а) 
и (14 .246) согласуется с ( 14.18) , расположим функции j (s) и n 
tp (rp) в порядке их усложнения, например, по скорости их т 
изменения с s и rp. Можно располагать функции j (s) в порядке n 
возрастания отношения двух норм N/ N, где N дано в 03.3) , а 
N1-в (13.20а) . При условии 04. 15а) это означает, что функции 1 1 1  



jn(s) расположены в порядке возрастания нормы N1 . Точно так 
же '1/J m(1') расположим в nорядке возрастания величины 
211: 
f{ 1 1f'm(1') 1 2 + 1 d'f/Jm/d!p l 2}d!(J. Тогда большим n соответствуют 
о 
быстро меняющиеся вдоль С функции j (s), а большим m-n 
функции '1/J m(!fJ), быстро меняющиеся с 1'· Обычно применяемое 
расположение собственных функций в порядке убывания собст
венных значений, оставило бы функции, которым соответствуют 
нулевые собственные значения ( 14.26) , _  «без номера», т.е. их 
следовало бы располагать за любой дрхrой функцией. В нашей 
проблеме именно такие функции <j(s) и F(s)) представляют особый 
интерес. 

На рис. 14 . 1  представлены зависимости J.t (т) и Л (n); для т n 
наглядности они изображены непрерывными кривыми, хотя смысл 
имеют только целочисленные значения номеров. Кривая 1 рисун
ка 14 . 1а относится к линии С, которая не является особой и не 

т q т 

а б в 

Рис. 14 . 1  

близка к особой линии, кривая 2-к особой линии, т.е. к линии, 
для которой справедливо условие (14.24а) . Рисунок 14 . 16 тоже 
содержит две кривые. Кривая 1 относится к линии, для которой 
нет неизлучающих токов, кR_ивая 2-к линии, у которой ток 
jР(s)-неизлучающий, j/s) = j(s). 

Рассмотрим, основываясь на ( 14 . 18) , что происходит, если 
частота задачи меняется таким образом, что линия С становится 
особой или что она становится такой, что существует неизлуча
ющий ток, т.е. если частота k меняется так, что либо k -+  k , где q 
для k = k f.J- = О, либо k -+ k , где для k = k Л = О. Для 

u q q р р р , 
кривои типа окружности р и q при этом равны друг другу, 
окружность одновременно становится и резонансным контуром, и 
особой линией. Свойство неаппроксимируемости, как уже отме-
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чалось, есть nри этом очевидное Следствие существования 
неизлучающеrо тока. ./ 

Пусть nри k .... k величина J.l .... О, т.е. линия становится q q 
особой, но (как во втором nримере) линия:-незамкнутая, на ней 
невозможен неизлучающий ток, для нее Л :;11!: О nри всех n. На n 
рис. 14  . l  в объединены «Кривые» J.l т и Л n для такой линии. 
Горизонтальная прямая соответствует условию ( 14.18) ; nри 
J.l .... О n(q) .... оо. Неаппроксимируемость в этой ситуации тоже q . 
можно трактовать как следствие существования неизлучаюiцеrо 
тока, однако этот «ТОК» бесконечно быстро меняется вдоль С. 
Такой «ТОК», разумеется, не излучает, поля, создаваемые со
седними ero участками, nолностью гасят друг друга. Наnомним, 
что норма тока j (s) не зависит от частоты, и она равна единице n 
nри всех n. 

Аналогичная ситуация имеет место, если, как в третьем 
nримере, замкнутый контур С в nредельном nереходе k .... kp 
становится резона�сным, т.е. на нем может бЬIТь создан 
неизлучающий ток j(s) = iis), но особой линией он не становится. 
Тогда при ЛР .,.. О m(p) .,.. оо (кривая 1 рис. 14. 1а и кривая 2 
рис. 14.16) .  «Диаграмма» tp т(p)(lf), соответствующая току jp(s), 
становится в пределе бесконечно быстро меняющейся. Столь же 
условно, как в предЬIДущем абзаце, можно сказать, что л 
функция ортогонального доnолнения F(!f), соответствующая 
неизлучающему току, существует и для этой (неособой) линии, 
но «Функция» эта бесконечно быстро меняется с углом 1'· 
Разумеется, любая функция /{1/') будет ортоrональна такой л 
«функции» F(lf) - в том смысле, что для любой /(1/') условие 
(3.1 4) будет выполнено. 

Только если считать Оес:конечно быстро меняющиеся 
«функции» f{s) и F(!f) обычными функциями, то можно утверж
дать, что всегда неаппроксимируемость есть следствие существо
вания неизлучаю�rо тока. 

ПредЬIДущие ��ражения имеют не только методическую 
значимость. Они/ подсказывают следующий сnособ численного 
решения вопiюса о том, является ли данный резонансный контур 
С особой линией, а nри nоложительном ответе nозволяют л 
nриближенно найти F(lf ). Во-nервых, н�о найти собственное 
колебание, собственную частоту k и ток j(s) (см. ниже ( 14.25) ) .  

р 
Затем надо ·nри k .,t k , но 1 k - k 1 « k найти собственную 

р р р л 
функцию jis) уравнения (14. 14а) , близкую к j(s). Ей соответст-
вуют малые значения: как функции Kj , так и числа Л . Если 

р р 
существует ·nредел отношения Kj 1 .fX: при k .,.. k , то согласно 

р р р 
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формуле 04.19а) , которую можно записать в виде 
Kj"(s) = �'1/'т(n)(lfJ), 

л 
этот предел равен '1/Jт(p)(lfJ), т.е. линия 

становится особой, и F(lfJ) = '1/J т(p)(lfJ). Если предел этого отношения 
не существует, то, хотя этот контур при k = k становится 

р 
резонансным, особым он не становится, токами на нем можно 
аппроксимировать любую диаграмму. 

Фактически этот предел вычислять не надо. Если при 
k -+  k вычисления перестанут быть устойчивыми, а 'ljJ ( )(lfJ) будет Р т р  
очень изрезанной функцией, то предел не существует, т.е. контур 
не особый. Если '1/J т(p)(lfJ) будет гладкой функцией, то проще 
остановиться на некоторой частоте k (k '# �) и получившуюся л 
для нее функцию '1/J т(p)(lfJ) рассматривать как F(lfJ) для этой 
частоты. Согласно замечанию в конце п. 3, функции '1/J (lfJ) т 

л 
удовлетворяют необходимому для этого уq_овию (5. 17) . По F(lfJ) 
легко построить соответствующее ей поле u(r,ffJ). Это поле будет 
иметь нулевую линию, близкую к С. Найдя ее, мы решим задачу л 
об определении функции F(lfJ) для контура, близкого к заданному, 
и для соответствующей этому контуру резонансной частоты. 

5. Если С-резонансный контур, то решение уравнения Q4.3) 
неоднозначно. Прибавление к решению j(s) слагаемого В j(s) с р 
любым коэффициентом В не нарушает уравнения. Эта неодно-Р 
значность аналогична неоднозначности, которую кажущимся 
образом приобретает задача дифракции на металлическом теле с 
той же границей С, если эту задачу сводить к интегральному 
уравнению для тока на поверхности тела. Это интегральное 
уравнение имеет тот же вид ( 14.3) с правой частью, оnределяемой 
падающим полем. Хотя ядро этого уравнения отлично от ( 14.2) , 
но соответствующий интегральный оператор, действуя на неизлу
чающий ток, дает, как и оператор К, нуль. Поэтому nрибавление 
к любому решению лэтого интегрального уравнения слагаемого, 
пропорционального j, не нарушает это уравнение. В задаче 
дифракции никакой неоднозначности нет. Если С-резонансный 
контур, то интегральное уравнение не эквивалентно этой задаче. 
В задаче о токе, создающем заданное внешнее поле, неоднознач
ность для таких контуров С действительно существует. 

С такой же ситуацией мы столкнулись бы, если бы решали 
не уравнение ( 14.3) для тока, а задачу о нахождении такой 
функции F(ffJ), чтобы приходящая цилиндрическая волна с угловой 
зависимостью F(ffJ) создавала бы на С заданное поле, которое 
мы обозначим через J(s). Эта задача сводится к уравнению 
� л л 

л F = J. Если на С существует функция j, для которой Kj = О, л то j будет ортогональным дополнением для системы токов .КС'ф . т 
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Так как (к_С F, Jj = О для любой функции F, то задача будет иметь 
решение (аппроксимационное) для таких и только таких J, для 

л которых (/, j )  = О. Если же С-особая линия, то задача эта 
неоднозначна, решение ее сохраняется, если к нему добавить л л 
слагаемое А F(rp) при любом А . Если функций F несколько, то, q q 
разумеется, можно добавить и любую их линейную комбинацию. 
Заметим, что задача о нахождении F(rp) из уравнения к_С F = J 
при известном J имеет простой физический смысл в теории 
приемных антенн. " Симметричная роль функций F(rp) и f{s) может быть 
подчеркнута и в том методе анализа, которым мы Rаньше 
пользовались и который основан на изучении функций u(r, rp). 
По определению,,_;шния является особой, если на ней равно нулю 
некоторое поле u(r, rp), удовлетворяющее волновому уравнению, 
нигде не имеющее особенностей и не равное тождественно нулю 
на беско�чности. Асимптотика этого поля (5.3) содержит 
функцию F(rp). С другой стороны, неизлучающий ток существует 
на резонансном контуре, т.е. на линии," на которой равно нулю 
поле (его тоже мо�но обозначить через u(r, rp)) ,  удовлетворяющее 
волновому уравнению, не равное тождественно нулю и не 
�меющее особенностей в области внутри С. Ток f{s) связан с 
u(r, rp) очевидной формулой 

л 
л ди j(s) = дN 1 С' 

· т.е. он равен току, протекающему в пекотором резонаторе, стенки 
которого совпадают с С, на его собственном колебании. Такой 
ток не создает nоля вне С. . 

Итак, выше nоказано, что любая линия С соответствует одному 
из четырех типов; их можно характеризовать условиями ( 1�24) . 
Если они оба не выполняются, то не существует ни тока j, ни л 
диаграммы F. Если выполняется лишь условие (14.246) , то 
С-неособый резонансный контур. Если выполняется у�овие 
(14.24а) , то лиlllf� особая, но на ней не существует ток j. При 
выполнении обQ�б{ условий 04.24) С есть особый резонансный 
контур. В .люб6й геометрической окрестности каждой из этих 
линий существуют другие линии того же типа. 

6. Обобщенные функции двойной ортогонал.kности можно 
связать с введенным выше вспомогательным полем u(r, rp), которое 
создается приходящей из бесконечности цилиндрической волной с л 
угловой зависимостью F(rp), и с полем u(r, rp), которое создает 
ток на С. 

Рассмотрим для этого сначала оператор, который получается 
из оператора Х.С, если в нем величина r(iJ)-правая часть 
уравнения r = r(O) линии С-заменена свободной переменной г. 
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Такой раеширенный оnератор уже не связан с линией С. Опустив 
несущественный множитель с*, заnишем его в виде 

2л 
(к-:) F = J exp [-ikr соs(д - V'H F(V') dV'. 

расш 
о 

( 14.26) 

Этот оператор nереводит функцию F(lfJ) в функцию точки (г,D) 
на плоскости. Если эта точка лежит на С, то оператор ( 14.26) 
совпадает с к!' (см. ( 14.7) ) .  

Левая часть выражения 04.26) есть функция от г, D. Она не 
имеет особенностей во всей плоскости, удовлетворяет однородному 
волновому ,уравнению (5.2) , в чем проще всего убедиться, 
заnисав ядро в виде ехр [ -ik(x cos r + у sin r)] , где х = г cos D, 
у =  r siп D. По форме функция ( 14.26) совnадает с функцией, 
приведеиной в (5.12) , и ее асимптотока при г .. оо имеет, согласно 
(5. 1 3) ,  ВИД 

vir[Jkr F(r + л) + e-ikr F(r)] ' ( 14.27) 

где опять опущены несущественные множители. 
Подчиним F(V') условию, при котором nоле 04.26) вещест

венно. Согласно (14.27) для этого нужно, чтобы 

F(r + л) = F'(V')· ( 14.28) 
Подставляя ( 14.28) в (14.26) , убедимся, что при этом (14.26)
вещественная функция, так что ( 14.28)-необходимое и достаточ
ное условие вещественности поля (14.26) . Условие ( 14.28) 
фактически совпадает с условием (5. 16) ,лкоторому удовлетворяют 
функции ортогонального доnолнения F(lfJ). Отличие в коэф
фициентах вызвано отбрасыванием постоянных множителей в 
последних формулах, и оно не существенно. 

Таким образом, если F(IP) удовлетворяет условию (14.28) , то 
nоле ( 14.26) есть вещественное решение волнового уравнения. 
Если оно равно нулю на С, то это есть поле ;;(r,D), С - особая 
линия С и К: F = О, т.е. оператор к.К: имеет нулевое собственное 
значение 1-l q' 

Расширение оператора к!' до (к!') (см. 04.26)) связывает расш 
формализм этого параграфа с аппаратом, основанным на иссле-
довании поля ;;(г, V')· Формула (5.6) , которую мы рассматривали 
как вариант теоремы взаимности, эквивалентна формуле ( 1 4.6) . 
Доказательство формулы (5.6) , основанное на формуле Грина, по 
существу содержится в доказательстве тождествениости интегралов 
( 14.8) и (14.9) . В некоторых отношениях методы § 5 и § 1 4  
являются дополнительными, каждый из них имеет свою область 
примеиимости. Ограничившись только оператором К:, без введения 
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(Х.С) , вероятно, трудно было бы доказать, что для криволиней-расш 
ного четырехугольника рис. 12.2 уравнение (14 . 146) не имеет 
нулевого собственного значения, а для двух прямых, пересека
ющихся под углом (6.6) , это уравнение имеет нулевое собственное 
значение бесконечной кратности. 

Аналогично (14.26) , можно ввести действующий на j(s) 
оператор (К) , определив его уравнением расш 

(К) j = -2i J ffi02)(kp) j(s)ds, pacw 04.29) 
с 

где р-расстояние между точкой интегрирования на С и точкой 
плоскости с координатами r, iJ. Этот оператор переводит ток 
j(s) в поле u(r, iJ), создаваемое этим током в произвольной точке. 
Если точка (г, iJ) лежит в бесконечности (r ... оо) , то оператор 
(К)расш отличается от К лишь множителем е -ikr !Ш. Именно это 
и nозволяло нам утверждать, что для любого резонансного контура 
оператор Х.Ск имеет нулевое собственное значение Л = О  

л р 
(j = J) , причем если есть вырождение, то только конечной р 
кратности, так как собственные значения задачи Дирихле (т.е. 
числа k ) могут иметь не более чем конечнократное вырождение. р 

Отметим отличие, несколько нарушающее симметрию опера-
торов К и к_С и соответственно функций J(s) и F(rp). Из KJ= О л следует, что во всей бесконечной области (К) i = О, тогда как 

л �асш 
из к_Ср = О  отнюдь не следует, что (К:) F = О. Отличие это pacw 
связано с аналит�ческими своij._ствами решений волнового урав
нения, т.е. полеи u(r, rp) и u(r, rp). Первое из них является 
комплексным бегущим полем, оно удовлетворяет условию излу
чения. По теореме Реллиха (30] , если оно равно ну лАС на 
бесконечности, т .е. если Kj = О (а это означает, что j = j ) , то 
оно равно нулю всюду, кроме, может быть, внутренней области, 
заключенной::"::В С. Оно не может иметь нулевых линий и быть 
отличным otf нуля вне этих линий. В отличие от nоля u(r, rp), 
поле Щг,rр)

·
= (Х.С) F создано приходящей из бесконечности расш 

сходящейся цилиндрической волной. Это-стоячее вещественное 
поле, в нем могут быть нулевые линии С-особые линии л (F = F) .  Несколько условно можно считать, что вся плоскость 
есть внутренняя область по о�ошению к той линии, на которой 
распределены источники поля u(r, rp). По существу, все построения 
гл. 111 основаны на этой трактовке. 

Закончим этот пункт замечанием по поводу формулы (9.8) ,  
означающей, что для любой линии С можно указать такую 
последовательность um(r, rp) решений волнового уравнения, что 
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интеграл по С от 1 и 1 2 будет при т .... оо стремиться к нулю. т 
Примерам такой последовательности являются nоля (К::) 1/J • расш т 
Функции К::1р т представляют собой значения этих nолей на С, 
а интеграл в (9.8) есть норма этих функций. Согласно 0 4. 1 66) , 
этот интеграл равен f.lm и потому он стремится к нулю при 
т .... оо. Напомним, что функции 1/J нормированы на единицу, 

л т 
т.е. эти поля ит не становятся малыми при т .... оо. Повторим в 
терминах этого параграфа замечание, сделанное после (9.8)-из 
того, что р ...,. О, не следует, разумеется, что существует т 
предельная функция, к которой nри т -+ оо стремятся функции 
tp т(tр), и что у оnератора ( 14. 1 46) существует нулевое собственное 
значение. 

7. Система токов j (s) на С и диаграмм tp (tp) на интервале n т 
(0,2Jt) бы.ли выше построены при помощи оператора К, перево-
дящего ток в диаграмму. Такие же связанные между собой 
уравнениями ( 1 4. 18) полные ортанормированные системы функций 
можно построить на С и на любом: окружающем ее контуре I:, 
используя вместо К оnератор Ку_, переводящий j(s) на С в поле 

и( о) на :I [3 1 ] . Оператор К.'l:. получается из интегрального 
оnератора в правой части 0 4.29) , если в нем nод р nонимать 
расстояние между точкой s на линии С и точкой а на контуре 
:I ( р = .р (s, а)) .  Скалярное произведение на С определяется 
формулой ( 14.4) ; вместо скалярного произведения ( 14.5) в 
пространстве диаграмм введем скалярное nроизведение в прост
ранстве полей на �: 

(иl '  и2) = J и1(и)и;(а) da. 
1: 

Сопряженный оператор � определяется условием 

(� и, J) = (и, Kl.. J) 
и, как легко nроверить, имеет вид 

i l) . JG: и = -2J� [kp(s,a)l u(a) da. 
'1:. 

(14.30> 

( 14.31 )  

(1 4.32) 

Все дальнейшие построения с операторами K'L и JG: произво

дятся так же, как с операторами К и К:. Две системы обобщенных 
функций двойной ортогона.льности получаются как собственные 
функции уравнений типа ( 14. 14) .  Так же, как и выше, решается 
задача об определении тока, создающего на I: заданное nоле 
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U(a). Эти две сисrемьr, вообще говоря, отличны: от сисrем 
функций, порождаемьrх операторами 04.14) . 

При этом возникают те же особые ситуации, когда оператор 
К� или (и) оператор XC;rК;r имеют нулевые собственные 

значения:. Первый из них имеет нулевое собственное значение 
р. = О, если его имеет оператор КК:; кратносrь его может быть q 
выше, чем кратносrь нулевого собственного значения оператора· 
кк:-. Если контур :I досrаточно близок к ЛИНИИ с' то оператор 

K:riG: может иметь нулевое собственное значение, даже если у 
оператора КК" его нет. Две последние фразы: формулируют в 
терминах операторов результаты, полученные в гл. 111 при 
изучении полей ;;'(r, -д) - многие линии С являются нулевыми 
линиями полей, не имеющих особенностей только в конечной 
части плоскосrи, близкой к С. На таких линиях можно создать 
токи, аппрокснмирующие любые диаграммы:, но никакими токами 
нельзя апроксимировать некоторые поля на досrаточно близких 
к С контурах 1:. 

Оператор �К�.: имеет нулевое собственное значение тогда и 

только тогда, когда его имеет оператор К: К. Кратность этих 
собственных значений одинакова, и им соответсrвуют те же 
неизлучающие токи ( 14.25) . Это следует из того, что если какой 
либо ток на С не создает поля на :I, то он не создает и диаграмму, 
и наоборот. 

8. Упомянем, наконец, о возможности посrроить системы 
обобщенных функций двойной ортогоналъности, используя опера-
торы, переводящие не электрические, а магнитные токи jm), 
расположенные на С, в диаграммы: или поля на 1:. Мы: обозначим 
первый из этих операторов через к<т), а оператор, переводящий 
/т) в поле в любой точке (r, -д) , через (к<т)) . Магнитный ток 

ir·, , расш 
мы введем, K<J� разрыв поля и на линии С, т.е. положим 
/т) =  lиJ (ер. ·iiЗб)) . Оператор (.к(т)) - тоже интегральный, 

расш 
аналогичнЫй (14.29) : · 

(.к.{ т)) i (т) = l J im>(s) � мr>("л) ds расш 2 дN О ""' ' 
с 

0 4.33) 

где д/ дN означает взятие нормальной к С производной. Если 
точка (r, it) лежит на контуре :I, то ( 14.33) имеет смысл 4т) (в 

очевидных обозначениях) ; при r -.  оо (14.33) отличается от к< т) 
множителем exp(-ikr)/Vkr. 
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Все построения, произведенные для К и других операторов, 
получающихся из него, полностью переносятся на _к(m) и 
соответствующие операторы 4m) и так далее. Изменится только 
понятие резонансного контура-внутри такого контура должно 
существовать иенулевое решение волнового уравнения с нулевым 
значением нормальной производной на С. Неизлучающий ток 
Jm) будет равен значению этого поля иа С. Если С-окружнос�ь, 
то /m)(iJ) и ..р(m)(<р)-те же тригонометрические функции, что и n т 
jn('д) и ф m(tp) , а собственные значения: пропорциональны не 

J�(ka) , как в 04.20) , а [J �(ka)] 2. 
§ 1 5. Оптимальный токовый синтез; общий случай 

1 .  В этом параграфе будет дано общее формальное решение 
задачи, сформулированной в · §  13, п. 1 ,  и приведено несколько 
простых численных примеров. Задача состоит в том, чтобы найти -
реализуемую диаграмму F(<p), , находящуюся от заданной диаграм-
мы F(tp) на заданном расстоянии 'о и созданкую током с 
наименьшей возможной при этом нормой. Обе диаграммы 
пронормированы на единицу согласно условию ( 13.2) . Под нормой 
понимается величина 03.3) ; далее будут рассмотрены и другие 
нормы ( 13.20) . · 

Решение основано на разложении тока и диаграмм по 
обобщенным функциям двойной ортогональности, введенным в 
§ 1 4. Затем применен метод множителей Лагранжа и использован 
прямой метод Ритца, в котором варьируемыми переменными 
являются коэффициенты разложения функции F(<p ). Таким 
образом, нам понадобятся только разложения функций F(tp) и 
F(<p) в ряды Фурье по полной ортонормированной системе 
Фт(<р) [ер . ( 14.2la) ] :  

F(tp) = LАтф m(tp) , 
OS. la,б) 

формула ( 14 .23) дл!, нормы тока, реализующего диаграмму F(tp), 
выраженной через Am: 

N = { L IAm 1 2/,um}l /2; ( 15.2) 

условие нормировки для диаграмм 

( 15.3а,б) 
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и выражение для квадрата расстояния между функциямИ F(<p) и 
F(<p): 

д2 = " 1 А - А 1 2. 05.4) L., т т 
Здесь ft -вещественные неотрицателъные числа, и ft -+ О  при т т 
т .... 00, 

Формула ( 15.2) позволяет ответить на общий вопрос о 
минимальном значении нормы тока, т.е. о наименьшей норме 
тока, распределеннот на данной линии С и создающет 
какую-либо диаграмму с единичной нормой. Если flt-наибольшее 
из всех ft' , то наименьшее значение суммы ( 15.2) при условии /ll 
( 15.36) будет N . = 1 /..;-;;.

1 , и оно будет достигаться при 
,..., mш 
Am = О (т ;t: t) , IAt 1 = 1 .  Действительно, если еще какие-либо 

коэффициенты Ат <т ;t: t) будут отличны от нуля, то N2 можно 
записать в виде 

N
2 

= N;111 + 2: IAm 1 2 (.}т - �J ( 15.5) 

Так как flt � flт• то все члены суммы положительны (не 
отрицательны) и N � N 1 • m n  _ 

Расстояние rJ между F(<p) и F . (<р) зависит от фазы mш 
единственнот отличного от нуля коэффициента At' Наименьшим 
это расстояние будет, если эта фаза равна фазе коэффициента 
At в разложении (15. 1а) , тогда (ер. § 1 3, п. 3) 

( 15.6) 

Под Fmin(<p) мы будем повимать имевво эту функцию 

F . (<р) = Attpt(<p), IAt 1 = 1 . При d � rJ проблема оптимальнот mш ,r 
токового синтеза и�т, как показано в § 13, очевидное решение 

' 1  /' 
F(<p) = F . '(rp), N(a) = N . .  mш mш 

Далее будем решать эту задачу для Ь < '11 · При этом минимум 
-

реализуется на функции F(rp), для которой выполняется равенство 
( 1 5.4) с заменой д2 на о2• Напомним, что минимальное значение 
N при заданном о мы обозначили через N(d); это число есть 
функционал от F(rp). 

2.  Задача на условный экстремум фувкционала ( 15.2) , в 
котором переменные А т подчинены равенствам (15.3б) и ( 15.4) , 
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введением множителей Лагранжа /1 и 12 сводится к поиску 
безусловноrо экстремума функционала: 

- - � - 2 � - 2 - 2 L(A1 , А2, ••• ) = L" IAт l /рт + 11L" IAт 1 + l22: 1 Ат - Ат l  . 
( 15.7) 

Из уравнений 

� = 0, 
дАт 

дL - О - ' 
дА* т 

т =  1 ,  2, ... , ( 15.8) 

получим 

А - А  а 
т - т 1 + {31 J-l , т А* - А* 

а 
т - т 1 + {З/р т ( 15.9) 

где введены обозначения 
1 {З = Г+Т· 1 2 

( 15.10) 

Согласно ( 15.9) величины a(l + {З/ртГ1 вещественны для всех 
т, что возможно только, если а и {З вещественны. Вещественны 
и множители ЛагранЖа 11 и 12• 

Согласно (15.9) изменение коэффициентов Ат при переходе 
от F(!f') к F(rp) тем меньше, чем больше #т· Меньше всеrо 
изменяется слагаемое с т = t, соответствующее наибольшему 
значению J-l т· Более всеrо изменяются члены ряда с малыми 
значениями J-l , в частности-далекие члены ряда. Если среди т 

- -чисел J-l есть J-l = О  (см. ( 14.20а) ) ,  то и А = О. Так как А т Q Q т 
при малых J-l пропорционально J-l , то если в каком-либо т '!.!. 
предельном переходе #q .... О, то и Aq .... О, и соответствующее 
слагаемое в норме N (см. (15.2) ) тоже будет обращаться в нуль 
(см. ниже формулу ( 15.15) ) .  Результат этот очевиден, так как 
F(rp) - реализуемая диаграмма, и F(!f') должно быть ортоrонально 

л 
функции ортоrональноrо дополнения F(!f') = 1/J (!f'), т.е. коэфq 
фициент А ,  который, согласно ( 15.1б) , равен {F,'I/J ) , должен быть Q Q 
равен нулю . .  

Систему (15.9) надо решать совместно с 05.3б) и (15.4) . 
Формула ( 15.4) , согласно (15.3) , может быть записана в виде 
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После подстановки 05.9) получим 
I Ат 

1 2 �2 а 2: 1  + р/ = 1 - т· 
#т 

Формула 05.36) дает 
I A  1 2 

2"' т 1 а 
� (1 + {31 # )2 = . 

т 

( 15. 12) 

05. 1 3) 

Так как коэффициенты Ат являются заданными и зависящими 
только от функции F(rp), то две последние формулы Являются 
уравнениями для а и {3. Исключив из них а, получим уравнение, 
содержащее только {З: 

05. 14) 

Найдя из последних трех формул а и {3, можно по 05.9) 
определить коэффициенты А , т.е. найти функцию F(!f). Норму т N((J) можно вычислять либо по формулам 05.2) , (15.9) , т.е. как 
сумму 

# N2(�) = а2"' I A  1 2 т , 
� т (р + {3)2 ' т 

. либо по формуле, содержащей только а и fЗ , 

( 15. 15) 

N\o) = а р 1 - l  �
2
2

' ( 15. 1 6) 
r'7'' 

Для того чтобы ее 'ролучить, надо разделить обе стороны равенства 
05. 1 3) на а-2, �е стороны равенства (15. 12) на а, и вычесть 
вторую дробь из первой. Разница обеих сумм, как следует из 
( 15.2) и ( 15.9) , равна -{3N2(o)/a, откуда и получается ( 15.16) . 
В п. 4 мы получим формулу, совпадающую с ( 15. 16) , менее 
искусственным путем. 

3. Полученные выше формулы, решающие задачу об оптималь
ном токовом синтезе при заданной полной диаграмме, позволяют 
в одном частном: . случае продвинуть также рассмотрение ана
лоmчной проблемы, в которой задана не полная, а только . 
амплитудная диаграмма. Соответствующая постановка задачи дана 
в § 13 , п.5. При этом варьируется не только реализуемая диаг-
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рамма F(!f), но и фаза той функции F(!f') (см. (3.22) ) ,  к которой 
надо приблизить F(!f) на заданное расстояние д с наименьшей 
нормой тока N(д). 

Согласно ( 15. 12) и ( 15. 13) коэффициенты а и f3 зависят только 
от квадратов модулей коэффициентов Фурье функции F('f), т.е. 
от чисел I A  1 2• Как следует из (15. 15) ,  и норма N(д) тоже т 
зависит только от I A  1 2, фазы А в нее не входят. Числа т т 

I Am 1 2 � I!Ф(I').P;,(I') exp (-i'P(I')I dl' l 2 ( 15. 1 7) 

можно рассматривать как функцианалы от фазы Чl(!f' ). Если 
функции 'ljJ (!f') вещественны, то эти функцианалы стационарны т 
при Чl(!f') = О. Действительно, при Чl(!f) = ey(!f), где у(!f')-какая-
либо функция, а е « 1 ,  1 А 1 2  будет отличаться от этого же т 
коэффициента, вычисленного для е =  О, на члены порядка е2. 
Поэтому и N(д) тоже будет при Чl(!f) = О  стационарно относитель
но изменения фазы Чl(!f'). 

При этом все А будут вещественны. В § 14 , п. 2 было т 
показано, что все функции '1/J т(lf) вещественны, если линия С 
обладает центральной симметрией. Таким образом, если урав
нение r = r(iJ) обладает свойством r(iJ + n) = r(д) ,  то со стационар
ной (относительно малого изменения фазы Чl(!f')) нормой тока 
можно приблизиться к диаграмме F(!f') с заданной амплитудой 
Ф(!f), если F(!f) вещественно (Чl(!f) = 0) . При этом согласно 05.9) 
будут веЩественны и коэффициенты Фурье А функции F(!f), на т 
которой стационарна норма тока, а потому будет вещественна и 
сама функция F(!f). 

Напомним, что доказана не минимальность, а лишь стационар
ность нормы тока при варьировании фазы Чl(!f') около нуля. Как 
подсказывает сравнение с аналогичными задачами, подробно 
исследованными для С в виде отрезка прямой [32] , при больших 
длинах линии С стационарность .может не означать .минимума. 

Если бы все функции '1/J (!f') не были вещественными, но имели т 
бы одну и ту же фазу, то и тогда легко указать ту фазу Чl(!f') 
диаграммы F(!f), на которой N(д) стационарна относительно малого 
возмущения Чl(!f). Согласно (15. 1 7) все коэффициенты Ат 
вещественны-это и есть условие стационарности N(д)-если 
F(!f) имеет ту же фазу, что и все '1/J (!f). Такую же фазу имела т 
бы при этом и диаграмма F(!f). 
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4. Формулы п.2 можно получить, не пользуясь с самого начала 
разложением 05. 1 ) .  Выразим искомую норму тока N(o) и 
дополнительные условия 05.36) , (15.4) непосредственно через 
ток i(s), создающий диаграмму F(!fJ): 

2 -- - - - - 2 N (о) = ( j,j ), (Kj, KJ) = 1 ,  (Kj - F, Kj - F) = о  . 

(15. 1 8а,б,в) 
Функционал (15.7) , выраженный через j(s) , имеет вид 

L(J) = (j, J) + 11 (К}, кj) + l2(Kf- F, Kj - F). (15. 1 9) 

Ток j(s), на котором этот функционал стационарен, удовлет
воряет уравнению Эйлера. Это уравнение, как известно, получа-
ется из требования, чтобы при замене i(s) на i(s) + ey(s) , где 
у(s)-любая функция, первая вариация, т.е. член, пропорциональ
ный Е, должна быть равна нулю. Эта вариация пропорциональна 
выражению 

(yJ ) + 11 (Ky,Kj) + 1/Ky,Kf- F). ( 15.20) 

Для того чтобы представить это выражение в виде произведения 
y(s) на некоторую функцию от s, надо использовать сопряженный 
оператор Г, введенный в ( 14.6) . Тогда ( 15.20) приобретет вид 
произведения y(s) на некоторую функцию от s; условие стационар
ности состоит в равенстве этой функции нулю. Эта функция и 
есть левая часть уравнения Эйл6ра, которое, таким образом, для 
функцианала ( 15. 1 9) имеет вид ' [33, 34] : 

(15.2 1 )  

Если для его решения воспользоваться рядами ( 13. 1 2) и ( 15. 1а) 
и использовать уравнение (14 . 14а) , то получим 

(15.22) 
' 1  

где а и {З выражаются через /1 и 12 по ( 15. 10) . Таким способом 
для нормы тока (15. 18а) мы получим ту же сумму (15. 15) ,  а для 
дополнительных условий ( 15.36) и (15.4)-те же уравнения (15. 1 2) 
и (15. 1 3) . 

Легко получить и формулу (15. 16) для нормы тока, выражен
ной непосредственно через а и {З, т.е. согласно (15. 1 0) через 
множители Лагранжа. Для этого надо умножить уравнение Эйлера 
( 15.21 )  на ]{s) и проинтегрировать по С. Первое слагаемое будет 
N2(o) (см. (15. 18а) ) ,  второе, согласно (1�.6) и условию нормировки 
( 15. 18в) , равно 11 , третье равно .12 [ 1 - (F1 F)] . Так как из условий 
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нормировки для F(<p) и F(<p) и из 05. 18а) следует, что - 2 2 (F, F) = 1 - д /2 (ер. 05. 1 1 ) ) ,  то для N (д) получится выражение 

2 <52 
N (д) = -z1 - z2 т· 05.23> 

совпадающее, согласно 05. 10) , с ( 15. 1 6) .  
Некоторым недостатком вывода основных формул с помощью 

уравнения Эйлера является отсутствие явной формулы 05.9) для 
коэффициентов Фурье функции F(<p), обеспечивающей экстремум 
функцианала L. Впрочем, эту формулу легко получить из 05.2 1 )  
и ( 1 4. 1 9) ,  из которых следует, что А = В /VГ, откуда с учетом n n n 
формулы (15.22) легко получается формула ( 15.9) . Однако 
применение аппарата, основанного на (15. 19) и 05.20) , показы
вает, как естественно в теорию оптимального токового синтеза 
входят операторы к_С и Гк. Разумеется, уравнение Эйлера ( 15.21 )  
совместно с условиями 05. 1 8б,в) можно решать не только 
разложением i(s) в ряд по собственным функциям оператора 
Гк, но и каким-либо другим методом. 

В § 13, п.4, мы ввели, наравне с N(д), и другие нормы тока 
N1 (д) и Nz(д) (см. ( 13.20а,б) , содержащие квадраты модуля 
производной df/ ds. Соответствующие функцианалы будут ана
логичны L (см. 05. 19) ) .  Например, для нормы N1 (см. 03.20а) ) 
будет 

L1 = cf,[) + (df/ ds, df/ ds) + /1 (KJ.Kf) + Z2(Kf- F, Kf- F). 

(15.24) 
Уравнение Эйлера для тока i(s), обеспечивающего стационарность 
L1 , получается таким же образом, как для функцяопала ( 15. 19) 
получается уравнение 05.2 1 ) .  Слагаемое J (df/ ds)(dy/ ds)ds, полу-

с 
чающееся после подстановки j -+ j + еу, интегрированием по частям 
приводится к виду-J y(d2[! di)ds. Для сокращения записи мы 

с 
приняли, что С-замкнутый контур, так что концевые с.тwгаемые, 
получающиеся от интегрирования слагаемого d(ydj 1 ds)/ ds, 
выпадают. Таким образом, уравнение Эйлера для функцианала 
( 15.24) имеет вид 

( 15.25) 

Решать его надо совместно с условиями (15. 1 8б,в) . 
Численное решение задачи оптимального токового синтеза для 

норм N1(д) и N2(�) разложением: }(s) в ряд по j/s) весьма 
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трудоемко, так как требует дифференцирования функций j (s). В n 
приведеиных ниже примерах мы для этих норм ограничимся 
случаем окружности, когда jn(s)-npocтыe функции 03.8) . Здесь 
только отметим, что формула 05.23) остается в силе и для нормы 
N1 (d) и для соответствующего этой норме уравнения Эйлера 
05.25) . Действительно, умножая ( 15.25) на f(s), интегрируя по 
С и вновь иреобразуя второе слагаемое интегрированием по 
частям, мы из двух первых слагаемых получим N1(d) , и, тем 
самым, для N1(�) получим формулу 05.23) . Очевидно, что она 
будет

. 
справедлива и для Nz(�) (см. (13.206) ) и, вообще, для 

любой нормы, в которую 1}1 2 и 1 df/ ds 1 2 входят под интеграл 
с любыми весами. Однако множители Лагранжа будут, разумеется, . 
зависеть от выбранного вида нормы тока. 

5. Формула 05. 14) дает зависимость f3 от �- Структура этой 
формулы такова, что по ней проще определять зависимость � от 
{3. Напомним, что f3 вещественно. И параметр а удобно 
рассматривать, например по ( 15.13) , как функцию от {3. 

Примем сначала, что все собственные значения J-l :;е О, т.е. т 
что линия С не является особой. Тогда при fЗ = О  как числитель, 
так и знаменатель дроби ( 15. 1 4) ,  согласно 05.3а) , равны единице, 
т.е. � = О. Сумма в (15. 13) тоже равна единице при f3 = О, так 
что а = 1 .  Вычислять N(�) непосредственно по формуле (15.15) 
при � = О нельзя. Для того чтобы раскрыть возникшую в ней 
неопределенность, надо было бы использовать уравнения (15. 1 4) 
и 05. 13) при f3 > О, f3 ... О. Фактически этого делать не надо, 
проще пользоваться формулой ( 14.23) , т.е. рядом (15. 15) при 
f3 = О. Значение N(�) при � -. О определяется, как показано в 
§ 3, скоростью убывания I A  1 при т ... со .  Если это убывание т 
происходит достаточно быстро, то N(O) < со, диаграмма F(!fJ) 
реализуема. Если 1 А 1 убывают недостаточно быстро, то т 
N(O) = со. С рост�;J3 чИсла f3 и а - 1 растут, и можно применять 
как формулу ( 15,�5) , так и формулу ( 15. 16) . 

Существуют 1'акие функции F(!fJ), что для них параметр f3 
при некоторых � принимает отрицательные значения. Пусть, 
например, в ряде ( 15.1а) для F('f) нет слагаемого, пропорциональ
ного 1Jl/'f),  т.е. А1 = О, где t-номер, соответствующий наиболь-
шему значению J-1. <р,1 2: J-l , т :;е t) .  Как мы убедились в § 13 т т 

(см. текст, связанный с рис. 13. 16) ,  в выражение для F(I{J) должно 
входить слагаемое с 1f/!fJ), т.е. должно быть At :;е О. А это, согласно 
05.9) , возможно только, если f3 = -J-tt" Существуют и друmе 
случаи, когда f3 отрицательно. Вероятно, в каждом из этих случаев 
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проще применять какой-либо более простой метод, аналогичный 
методам, использованным в § 1 3. 

Для того чтобы проанализировать уравнение ( 15. 1 4) для особой 
линии, т.е. когда f-t = О, примем сначала, что J.t � О, но q q 
f-t « р. (т � q) , и найдем величину � для значений f3, малых q т 
по сравнению с J.t (т � q) , но больших по сравнению с f-t • При т q 
f3 « J.t , f3 » J.t в обоих суммах, входящих в ( 1  5. 1 4) , можно во т q 
всех слагаемых, кроме т =  q, отбросить в знаменателе слагаемое 
{3/р.т, и опустить в суммах член т =  q. Учитывая при этом 
еще условие ( 15.3а) , получим, что 05. 14) примет вид 
1 - I A  1 2 = ( 1 - �2/2)2, откуда � =  В, где q 

в =  {2 - 2V1 - I Aq 1 2
} 1 12

• ( 15.26) 
Следовательно, кривая �(/3) имеет вид, изображенный на 
рис. 15. 1а-она начинается в точке f3 = О, � = О  и при f3 » 1-tq 
выходит на горизонтальную линию � = В. Далее она начинает 
подниматься, когда f3 становится сравнимым с другими собствен
ными значениями f-t т' 

р 

в 

J.Jq р р 
а б в 

Рис. 15. 1  

Очевидно, что при f-t q = О, т..  е. когда С-особая линия, кривая 
�(/3) имеет вид, представленный на рис. 15. 16. Обратная функция 
{З(�) представлена на рис. 15. 1 в. В интервале О :S d :S В 
величина {З(d) остается равной нулю. При эrом, как легко 
убедиться из ( 15. 1 3) , величина а(�) отлична от единицы, 
а = (1 - I Aq 1 2)- 1 12. Во всем этом интервале изменения d норма 
тока N(d), согласно ( 15. 16) ,  остается бесконечной. 

Этот результат, получающийся из анализа формул ( 15. 1 3) , 
05. 1 4) и ( 15. 1 6) ,  повторяет уже неоднократно сформулированное 
раньше свойство особых линий-диаграммы, не ортогональные 
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функциям ортогонального дополнения, т.е. представленные рядами 
( 15. la) ,  в которых А ;�:. О, неаппроксимируемы, т.е. нереализуемы q 
не только они, но и все близкие диаграммы. Существует отличная 
от нуля нижняя граница В расстояния между F(tp) и реализу-
емыми диаграммами F(tp ). Эта граница может быть достижима 
(рис. lЗ. l в, кривая 4) или кедостижима (рис. 13. 1в, кривая 5)
это зависит от скорости убывания членов ряда ( 15. la) . 

Формулу < 15.26) для ширины щели В легко nолучить 
независимо от сnособа, применеиного в этом nараграфе. Ее 
частный случай был дан в ( 13. 16) .  Вели�ина в2 равна минимуму 
квадрата расстояния между F(tp) и F(tp), взятому по всем 
функциям F(tp), для которых А = О, пlюнормированным на q _ 
единицу по ( 15.36) . Коэффициенты Ат находятся из требования 
безусловного минимума функционала 

L = I 1 Ат - Ат 1 2 + 1 Aq 1 2 + l I 1 Ат ! 2. 
т � q 

Уравнения ( 15.9) дают для т ;�:. ff А т = А т/ ( 1  + l), т.е. 
-
F(r>) действительно отличается от F(tp) только отсутствием члена 
с т = q и nропорциональным изменением друmх коэффициентов 
А , связанных условием нормировки. Подставив А в ( 15�3б) и т т 
учитывая, что " 1 А 1 2 = 1 - 1 А 1 2, можно вычислить l, а затем . � т q . т � q 
найти в2 как сумму первых двух слагаемых в L. В обозначении 
<3.i7) в2 = 2 - 2Yl - l b  1 2 ,  и эта величина больше, чем l b  1 2, 
так как диаграммы /(tp), в отличие от F(tp), ненормированы. 

6. В этом nункте nриведены результаты .численных расчетов 
[ 1 , 6 ,  35] зависимости норм токов от о. Рассмотрены примеры 
для П-образной, гауссовой и косекансной диаграмм F(r>)· Все 
диаграммы nриняты tfУщественными. Почти все расчеты nроделаны 
для линии С в в.у{е окружности или дуm окружности. Для 
нерезонансной окружности nринято ka = 1 (рис. 15.2 и рис. 15.3) 
или ka = 6 (рис. 1 5.4, кривая 1, и рис. 15.5) . Для резонансной 
окружности (рис. 15.6) ka = 3,83, т.е. ka есть корень функции л 

11 (х) , так что функцией ортогонального доnолнения F(r>) является 
Ф1 (r>) = cos tp/.fii. На рис. 15.7 С-дуга окружности; угловой 
размер ее равен 229" (4 радиана) ; для дуm керезонаиеной 
окружности (рис. 15.7а) принято ka = 1 ,0; для дуm резонансной 
окружности (рис. 15. 76) ka = 3,83. На всех рисунках (кроме, 
разумеется, рис. 15.5) на оси абсцисс отложена величина о2, а 
не о, как на рис. 13. 1 .  
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На рис. 15.2. представлена норма тока на нерезонансной 
окружности (ka =, 1 ,0) , создающего диаграмму, близкую к П-образ
ной диаграмме шириной 2у радиан: 

1 F(f!') = � при l f!J 1 < у, F(f!J) = О  при l f!J  1 > у. ( 15.27) 

Кривые изображают N2(�) (см. ( 13.3) ) на рис. 15.2а, N�(�) (см, 

· ( 13.20а)) на рис. 15.26 и N�(�) (см. ( 13.206)) на рис. 15.2в. 
Разумеется, П-образная диаграмма нереализуема (N(O) = оо) , но 

. линия С не является особой, конечной щели между F(f!J) и 
F(f!J) не существует, т.е. N(�) < оо при любом � > О. Чем шире 
диаграмма, т.е. чем больше у, тем с меньшей нормой можно к 
ней приблизиться. К широкой диаграмме (у = 1 ,5) можно 
приблизиться при небольших нормах тока. 
N1 N� 

8 8 4 

6 6 3 

4 4 2 

2 2 
r=I ,S 

0,2 0,4 0,6 61 0,2 0,4 0,6 61 
а б 8 

Рис. 15.2 

Сопоставление этих норм показывает, что при этой степени 
аппроксимации ток осциллирует довольно сильно. К более узким 
диаграммам (у = 1 ,О и, тем более, у = 0;5) приблизиться без 
больших и сильно изрезанных токов на расстояние, меньшее, чем 
�2 - 0,3

. 
+ 0,4, практически невозможно; при меньших �2 нормы 

становятся очень большими. 
· 

На рис. 15.3а,б представлены квадраты норм тока N2(�) и 
N�(�) для той же окружности с ka = 1 ,0, создающего диаграмму, 
приближающуiОея к гауссовой (3. 13) : 

еА/2 . f/' F(f!') = ..J'Ьilo(A) ехр( -А sin2 2). ( 15.28) 

Здесь /0-модифицированная функция Весселя, а коэффициент 
определен из условия нормировки ( 13.2а) . 
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Параметр А определяет ширину диаграммы; чем больше 
А, тем диаграмма уже. Полуширина ее равна (см. § 7) 
2 arcsiп (lп2/ А)112. Три из четырех значений А, для КО1'ОЫХ 
построены кривые рис. 15.3, выбраны таким образом, чтобы 
полуширина диаграммы ( 15.28) совпала с параметром у одной из 
рассмотренных П-образных диаграмм (см. 15.27)) .  При этом 
значениям у, равным 1 ,5; 1 ,0; 0,5 соответствуют значения А, 

равные 0,75; 1 ,51 и 5,61. Кроме того, приведены кривые N2(�) 
и N:(�) для А =  2,2, которые мы прокомментируем ниже. 

N2 N2 
1 

8 8 

6 6 

4 4 

2 2 
5,67 

0,1 0,2 0,3 82 
а Рис. 15.3 

L,., 
=0,75 1 ,5 1 5,67 

0,2 0,4 t52 
б 

Гауссова диаграмма ( 15.28) реализуема токами на окружности 
с ka = 1 при А < 2 и нереализуема при А > 2. Это следует из 
результата, приведеиного в § 3, согласно которому токамИ на 
окружности радиуса а реализуемы диаграммы, для которых 
а0 < а, где а0 = AIЖ:r т.е. гауссовы диаграммы с А < 2ka . .  ! {  

Таким образом, "-для широких диаграмм, при А < 2, нормы 
N(�) и N1(�) конечны уже при � = О. Возможность заменить 

F(rp) на близкую диаrрамму F(rp) с меньшей нормой уменьшает 
норму лишь незначительно. Кривые на рис. 15.3, соответству
ющие А =  1 ,51 и А =  0,75, очень медленно понижаются с 
ростом �2• Для нереализуемой (слишком узкой) диаграммы с 
А =  5,61 надо допустить отклонение �2 > 0, 1 ,  чтобы получить 
не очень большие нормы. Например, при �2 = 0, 1 N2 = 2,7, 

2 N1 = 1,5. 
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Кривые для А =  2,2 на рис� 15.3 приведены для того, чтобы 
сравнить 

N2 
2 

результат оптимального токового синтеза для близких 

1 

0,1 0,2 

Рис. 15.4 

друг к другу диаграмм, из которых 
одна реализуема (А = 1 ,5 1 ) ,  а дру
гая нереализуема (А = 2,2) . Кривые 
для этих двух значений А 
иллюстрируют высказанное ранее со
ображение о том, что само по себе 
различие между реализуемыми 
и' нереализуемыми диаграммами 

0,3 б2 не имеет особого практического 
значения. Для задачи о точной 
реализации эти диаграммы 
действительно принципиально 

различны, так как при А =  1 ,51 N(O) < оо ,  N1 (0) < оо ,  а 
при А =  2,2 N(O) = оо,  N4(0) = оо. Однако это отличие быстро 

сглаживается с ростом Ь. Уже при Ь2 = 0,05 значения N2(o) для 
обеих диаграмм очень близки, а при Ь2 = 0,2 близки и значения 
Ni(b). 

На рис. 15.4 кривая 1 дает зависимость квадрата нормы 
N2(b) от Ь2 для косекансной диаграммы: 

1 F(rp) = cos rp при 105° < rp < 165°, 

F(rp) = О при l rp  1 < 105° и l rp 1 > 165°, ( 15.29) 

где опущен нормировочный множитель. Ток распределен на 
окружности с ka = 5,0. Такая диаграмма, разумеется, нереализу-
ема, однако уже при о2 = 0, 1 оптимальная аппроксимация 
достигается при не очень бол�шой норме тока; еще лучшие 
результаты получаются, если разрешена среднеквадратичная 
ошибка о2 = 0,2. На рис. 15.5 сопоставлены заданная диаграмма 
F(rp) (см. ( 15.29)) (штриховые линии) · и получающиеся в 
результате оптимального токового синтеза реализуемые диаг
раммы F(rp) (сплошные линии) для о2 = 0,2 (рис. 15.5а) и 
о2 = 0, 1 (рис. 15.56) . Если допустима бОльшая невязка

. 
о2, то 

F(rp) менее похожа на F(rp), но создается током с нормой 
существенно меньшей, чем если задана меньшая невязка. 

Кривая 2 рис. 15.4 [35] дает N\o) для тока, распределенного 
на прямолинейном отрезке длиной, равной длине окружности с 
ka = 6,0, при аппроксимации той же диаграммы (15.29) . При не 
очень больших о (примерно при о2 < 0,3) токами на окружности 
можно аппроксимировать косекаксную диаграмму с меньшей 
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нормой, чем на прямолинейном отрезке, равном диаметру 
окружности. 

Все изображенные выше в этом пункте кривые N2(o) (а также 
и кривые н;(о)) соответствуют кривым рис. l3. l б. При аппрок
симации реализуемых диаграмм (гауссовы диаграммы с А < 2) , 
получаются кривые того же т�;�па, что кривая 2 рис. 13. 1 б. Если 
F(�)-нереализуемая диаграмма (гауссова диаграмма с А >  2, 
нереализуемая током на окружности с ka = 1 ,0 , или нереализуе
мые никакими токами диаграммы (15.27) и ( 15.29) ) ,  то получа
ются кривые типа кривой З рис. 1 3. 1 б, т.е. кривые с вертикальной 
асимптотой о = О. 

0,5 

90 1 20 150 (/), град (/), град 
а б 

Рис. 15.5 

Рассмотрим теперь токи, расположенные на окружности с 
ka ·= 3,83. На рис. 15.6 дана зависимость N2 от о2 для П-образной 
диаграммы (15.27) . Так как такая окружность-особая линия, и, 
кроме того, диаграмма (15.27)-нереализуемая, то кривые ана
логичны кривой 5 на рис. 13. 1в, т.е. имеют вертикальные 
асимптоты о2 = в2, В >  О (штриховые прямые на рис. 15.6) . 

В отличие от рис. 15.2а, относящегося к неособой линии, 
в этом случае уширение заданной диаграммы может привести 
не к уменьшению, а к N2 1 
увеличению нop.J/t6f тока, не- 1 обходимого дЛsf ее апп-
роксимации �� заданной 1 

:и��в��.6, ��:. �1: l:l � точностью. 
у =  0,5 на 
кривая, относящаяся к самой 
узкой из рассмотренных П
образных диаграмм, лежит 
левее кривых для у = 1 ,5 и 
у =  1 ,0. Наnомним, что на r=o,5 1 1 ,5 1 
рис. 15.2а (нерезонансная 
окружность) она лежит пра
вее этих двух кривых. Это 

0,2 0,4 

Рис. 1 5.6 

0,6 
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кажущееся парадоксальным нарушение в расположении кривых 
связано с тем, что в разложении ( 15. 1 )  коэффициент А1 , с 
которым в диаграмму F(cp) входит функция ортогонального 
дополнения F(cp) = cos q>/Vii, имеет для у =  0,5 самое малое 
значение (А1 = 0,54) . Коэффициент этот, как легко получить из 
( 15.27) , равен V'lJii siny /Гу, т.е. при небольших у растет с ростом 
у. При у =  1 ,0 А1 = 0,67, при у =  1 ,5 А1 = 0,65, т.е. больше, чем 
при у =  0,5. От ширины и формы диаграммы F(cp) зависит скорость 
убывания N2(д) с ростом д (д > В) , но само положение асимптоты 
д2 = В2 зависит, согласно ( 15.26) , только от А (в нашем случае q 
q = 1 ) .  Для диаграммы ( 15.27) коэффициент А1 меньше для более 

узкой диаграммы. Значения в2 для трех описанных диаграмм, 
согласно приведеиным значениям А1 , равны: В2 = 0,32 для 

у =  0,5; в2 = 0,52 для у =  1 ,0 и в2 = 0,48 для у =  1 ,5. При 
у «  1 В2 = 2у/л, т.е. неаппроксимируемости практически нет. 

Рассмотрим теперь результаты чисЛенного решения задачи 
оптимального токового синтеза П-образной диаграммы для случая, 
когда С не полная окружность, а дуга окружности. Начнем с 
перезонаиеной окружности (ka = 1 ,0) ; угловой размер дуги-4 
радиана. Кривые N2 для трех значений параметра у приведены 
на рис. 15.7а. Кривые имеют тот же характер, что и на рис. 15.2а, 
где они приведены для тех же трех диаграмм, но ток распределен 
на всей окружности. Как видно из сравнения рисунков, норма 
тока, необходимая для заданной точности аппроксимации какой
либо диаграммы, для дуги, как и следовало ожидать, больше, чем 
для всей окружности. Так как мы ищем ток, обеспечивающий 

8 2 

6 1 ,5 

4 

2 r=o,s\.J 
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 б2 

а б 

Рис. 15.7 

1 34 



минимальность нормы, то удлинение линии, на которой разрешено 
распределять ток, может эту норму только уменьшить. В принципе 
возможен даже случай, когда при увеличении длины линии С 
оптимальный ток на дополнительном отрезке будет равен нулю, 
но и тогда норма тока не увеличится, а лишь не уменьшится. 

На рис. 1 5.76 представлена норма тока для тех же трех 
П-образных диаграмм, но ток расположен на дуге резонансной 
окружности (ka = 3,53) , т.е. на особой линии. Поэтому кривые 
рис. 1 5.76 также имеют вертикальные асимптоты, подобные 
асимптотам на рис. 15.6. И для трех диаграмм имеет место та 
же инверсия-более узкая диаграмма (у = 0,5) требует при 
заданной точности аппроксимации меньшей нормы тока, чем более 
широкие. И, как и для полной окружности, к более узкой 
диаграмме можно приблизиться (в среднеквадратичном смысле) 
на меньшее расстояние, чем к более широкой, так как для нее 
модуль произведения (F, F) меньше. Повторяя соображения, 
изложенные в конце предыдущего абзаца, можно по:казатъ, что 
величина В для одной и той же диаграммы будет для дуm 
окружности больше (не меньше) , чем для полной окружности. 

§ 16. «Область ВЛИЯНИЯ» особой ЛИНИИ 

1. Если С не является особой линией, то любая функция 
может быть аппроксимирована диаграммами токов с конечной 
нормой N, расположенных на С, т.е. как мы уеловились писать, 
может быть аппроксимиР,Ована линией С. В этой формулировке 
все неособые линии равноправны, для них N < оо.  Даже малое л 
()тличие С от С делает любую диаграмму аппроксимируемой л 
токами на С. Очевидно, что близость с к какой-либо линии с л 
nриводит к тому, что функцию, неаппроксимируемую линией С, 
линия С аппроксимирует токами с больwой нормой, тем большей, 
чем меньше расстояние между С и С. Далее нам надо будет 
уточнить, что в этом контексте надо nонимать под расстоянием 
между двумя близкими линиями. 

В элементарных примерах ответ очевиден. Наnример, ток на 
окружности радиуса а, реализующий диаграмму F(!f>) = 1 /VEi, 
имеет норму N = t1U0(ka) 1 (см. ( 13 . 14) ) .  Для особой линии 

л л ' ( 
r = а J0(ka) = .О. 'IjrK что, если окружность близка к особой, т.е. 

, k 1 а - ;; 1 « 1 ,  то N =:: { 1 J' 0 (k� 1 · k 1 а - ;; 1 } - l . 
В общем случае решение вопроса о том, насколько далеко от 

особой линии еще заметно ее влияние, точнее, как далеко это 
влияние проявляется на норме тока, может основываться на 
формуле ( 14.23) . · 

Для особой линии l.l = О, где l.l -одно из собственных q q 
значений оnератора КК.С (см. ( 14. 14б) ) .  Ядро этого оператора 
( 14 . 13б) содержит интеграл по С, и этим оnределяется зависимость 
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Jl q от С. Однако практически использовать эту зависимость трудно; 
кроме тоrо, при иЗменении С меняется и система функций 
'1/J (�) , а потому и коэффициенты А = (F1 '1/J ) , участвующие в т т т 
(14.23) . 

Прежде чем описать друrой способ оценки зависимости N от 
С, сделаем одно общее замечание. Сопоставим два свойства: 
нереализуемость аппроксимируемой диаграммы и неаппрокси
мируемость диаграммы. Первое из них только в особых случаях 
может быть снято малым возмущением линии С - например, 
если диаграмма, вообще реализуемая, нереализуема линией С, а 
эта линия близка к окружности радиуса а0 (см. (3. 12) ) .  Однако 
всегда существует сколь уrодно малое возмущение диаграммы, 
делающее ее реализуемой. Во втором . случае малое возмущение 
диаграммы не может сДелать ее аппроксимируемой, однако 
существуют малые возмущения линии, делающие диаграмму 
аппроксимируемой. В первом случае норма тока, реализующеrо 
возмущенную диаграмму, вообще rоворя, невелика. Во втором
норма тока, аппроксимирующеrо диаграмму с возмущенноrо 
контура, вообще rоворя, велика. Это следует, например, из ( 14.23) . 
Только в исключительных сл�чаях, для диаграмм, для которых 
1 А 1 « 1 ,  малое возмущение С может привести к тому, что Jl , q q 
оставаясь малым по сравнению с единицей, будет большим по 
сравнению с I A  1 2, так что норма (14.23) будет невелика. . q 

Поэтому между этими двумя свойствами-нереализуемость и 
неаппроксимируемость - нет глубокой аналоmи. Неаппрокси
мируемость, хотя и снимается, как и нереализуемость, малым 
возмущением (соответственно, линии и диаграммы) , но является 
свойством более «грубым», т.е. по существу устойчивым к 
возмущениям. 

2. Опишем метод, позволяющий оценить норму тока, удов
летворяющеrо уравнению (14. 1 ) ,  не решая самоrо уравнения, т.е. 
не находя тока j(s). Предположим, что это уравнение имеет 
решение. Умножим уравнение, комплексно сопряженное с ( 1 4. 1 ) ,  

J d{*(s, �)/(s) ds = F(�) ( 16 . 1 ) 
с 

на некоторую функцию Ф(�). которую мы выберем ниже, и 
проинтегрируем по � от О до 2л. Переставим слева порядок 
интегрирования. Согласно (14.7) внутренний интеграл есть Х.С Ф, 
так что 
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По веравеяству Коши и определению N2 

{ lк<Ф I 2 ds ·N2 " I!I<"Ф·/(s) ds 1 2, 
так что 

lf F' (!") Ф(l") df' 1 2 
N2 ?::. ..;_;::с _____ __:__. 

J IXC Ф 1 2  ds 
с 

( 16.3) 

( 16.4) 

Напомним, что два последних веравеяства становятся равенствами, 
если функция Ф выбрана таким образом, что .КС Ф и j(s) 
отличаются лишь постоянным множителем. 

Покажем, что если функция Ф выбрана в достаточно широком 
классе функций аз требования, чтобы: правая сторона неравенства 
( 16.4) достигала наибольшего возможного значения, то это 
неравенство превратится в равенство. Для того чтобы: это показать, 
воспользуемся вновь обобщенными функциями двойной ортого-
нальности '1/J (�) . Выберем Ф(�) в виде конечного ряда по т 

м 
Ф(�) = 2:Ст'lfт(�). 

Тогда согласно 04.196) 
м 

.КС Ф = 2:Cт•fji;/т(s) 
и неравенство ( 16.4) примет вид 

м м  
"' "'А А. • с с• 
"-' "-' n n:'tn n т 

n т ' (  N 2 ?::. --=ч-=-___."" .------

"' р I C  1 2  ""' т т 

(16.5) 

( 16.6) 

( 16.7) 

Напомним, что А -коэффициенты: разложения F(�) в ряд ( lS. la) т 
по тем же функциям ф т(�). 

Выберем М коэффициентов С из требования, чтобы правая 
.• т 

часть неравенства ( 16.7) имела наибольшее возможное при данном 
М значение. Как известно, отношение двух билинейных 
функдионалов принимает экстремальное значение, когда перемен
вые С т удовлетворяют системе М линейных однородных урав-
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нений. У еловне иетривиальности решения этих уравнений имеет 
для функцяовала ( 16. 7) форму уравнения для векоторой величины 
х 

( 16.8) 

где индекс nоказывает порядок детерминанта. Значения Х, 
удовлетворяющие этому уравнению, являются экстремальиыми 
значениями правой части неравеиства ( 1 6.7) . Обозначив 
наибольший из корней уравнения ( 16.8) через х(М), придадим 
неравенству < 16.7) вид 

N
2 

� хf.М). ( 16.9) 

Ортогональность как функций 1Jl m(<p), так и функций jn(s) приводит 
к тому, что уравнение ( 16.8) имеет очень nростой вид. Легко 
nроверить, что одно из его решений есть 

м 
х(М) = L ( / Am 1 2/,um) · 06.10) 

Для этого достаточно умножить каждый п-й столбец детерминанта 
на А /,и и nрибавить все столбцы к первому. Тогда т-й элемент n n 
nервого столбца будет равен 

Am{f ( 1 Am l 21,um) - х} , 
и если Х имеет значение ( 16.10) , то все элементы этого столбца 
будут равны нулю. 

С увеличением М расширяется класс функций Ф(<р), и х(М) 
может только расти (х(М + 1) <::: х(М)). Так как х(М) меньше 
оадрата нормы решения уравнения ( 14. 1 ) ,  то оно ограничено. 
Следовательно, существует предел lim хf.М). Обозначив его через . м ... С1J 

х(""), получим N2 <::: х(<»), а сравнивая ( 16. 10) и ( 1 4.23) , получим 
искомый результат 

( 1 6. 1 1 ) 
Отсюда, между прочим, следует, что ( 16. 10) Дает действитель

но наибольший корень уравнен:ия ( 16.8 ) . Таким образом, при 
расширении класса функциИ, к которому принадлежит Ф, и 
nриближении его к полной сuстеме, максuмум правой части 
н:еравенства (16.4) не просто растет - оно становится более 
информативным, и в nределе оно превращается в равенство. 

3. Как было nокаэано в § 14, линия С является особой, если 
(и только если) среди чисел ,um есть равные нулю <.uq = 0) . Это, 

разумеется, следует и из ( 16.8) , и, что то же самое, из 06.10) .  
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Если J.lq = О, то при М 2: q уравнение (16.8) имеет корень 

х_(М) = оо (если А �· 0) . q 
Легко найти аналог условия J.l q = О при q s М, применимый 

также, если пользоваться не системой функций двойной ортого
нальности, а какой-либо другой ортонормированной системой 
'1/J (f/'), для котоJюй функции _к:;'I/J не образуют ортогональной т т 
системы. Тогда знаменатель дроби в (16.4) будет двойной суммой 

м м  
�� с с• р �� n т пт' 

n т 
Р пт = J _к:;'I/J т(_к:;"Р п>* ds. 

с 
( 16. 12) 

Величина Х будет входить в детерминант (16.8) не только в 
диагональные члены. Уравнение (16.8) будет иметь вид 

det 1 А А* - хр 1 м = О. т n пт ( 16 .13) 

При одном и том же М корни уравнений (16.13) и (16.8) 
вообще говоря, различны. Классы функций Ф, представимых 
линейными комбинациями первых М функций какой-либо системы 
функций, зависят от этой системы, а потому от нее зависит и 
максимум функцианала (16.4) , достигаемый на этом классе. 
Только в пределе (при М -+ оо) корни обоих уравнений совпадают, 
так как максимум функционала, достигаемый на любой полной 
системе функций, не зависит от того, кщсая это система. Так 
как при определенном выборе этой системы максимум равен N2 

(см. ( 16. 1 1 ) ) ,  то он равен · N2 при любом выборе, т .е. при 
М -+  оо наибольший корень уравнения ( 16. 13) есть N2• 

Если уравнение ( 16. 13) имеет корень х_(М) = оо ,  т.е. если 
С-особая линия, то 

det I P  1 м = о. тп (16. 14) 

Если '1/J (1/' )....:обобщенные функции двойной ортогональности, то т 
р = J.l d lf'r· ,·;:и левая часть (16.14) есть произведение первых пт т пт , 
М собственф>Iх чисел J.l • Условие 06.14) и является формальным 

� т 
обобщением условия, что среди первых М чисел J.lт есть нулевое 
(J.l = о, q s М) .  q 

• 
При М -+  оо условие ( 16. 14) выполняется для любой системы 

функций, так как Рпт (см. (16.12) )  быстро стремятся к нулю с 

ростом номеров, из-за того, что _к:;'I/J т становятся быстро 
меняющимися вдоль С функциями. Например, для тригоно
метрической системы (13.7) {З убывает (см. ниже ( 16.15)) по пт 
дебаевекай асимптотяке функций Бесселя (12.6а) . Из этого, 
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разумеется, не следует, что любая линия есть особая (см. 
соответствующие замечания в §14, п.4) . Только если вычисление 
детерминанта в левой части (16. 1 4) остается устойчивым с ростом 
М и при этом детерминант близок к нулю, то можно утверждать, л 
что линия С близка к какой-либо особой линии С. Коэффициенты 
Фурье функции Ф(�), максимизирующей дробь в ( 16.4) , будут 
при этом определяться из хорошо обусловленной системы 
линейных уравнений, и будет существовать их предел при 
м ·-. оо. Эти предельные значения и будут коэффициентами Фурье 
функции ортоrональноrо дополнения F(�). Этот численный метод, 
позволяющий установить, является ли линия С особой, может 
оказаться более простым, чем методы, предложенные в § 12 и 
§14 .  

Если использовать триrонометрическую систему функций 
tрт(�) (см. ( 13.7) ) ,  то 

f3 = 4л: 1 С 1 2jJ (kr) J (kr) cos (n�) cos (т�) ds, пт n т 
с 

(16. 15) 

где r = r(�) есть уравнение линии С, коэффициент С приведен 
в (14.2) , и число 4л: надо уменьшить в VI или в 2 раза, если 
один или оба номера (n, т) равны нулю. 

Если С-не особая линия, то из (16.12) следует 

det 1 f3 1 м > О. тп (16 . 16) 

Это следует из тоrо, что при любых не равных одновременно 
м м  

нулю числах С двойная сумма ""' ""' R С с• положительна, ибо n ��пт n т 
м 

она равна интегралу J 1 К:L Сn tp n 1 2  ds (см. (16.4) ) .  Этот интеграл 
с м 

мог бы быть равен нулю, только если функция К:L Cntpn была 
бы тожденственно равна нулю . на С, что невозможно, так как 
тогда С была бы особой линией. А из положительной определен
ности этой двойной суммы следует, как известно, неравенство 
( 16 .16) . Заметим, что при М =  2 условие 06.16) есть перавеяство 
Коши для функций К:tр т' при бОльших М оно может расс
матриваться как ero обобщение. 

Так как при вещественном Х левая часть уравнения ( 16. 13) 
вещественна, а при Х = оо она, согласно 06.16) ,  положительна, 
то для нахождения наибольшеrо корня этоrо уравнения достаточно 
вычислять ero левую часть при убывающих значениях Х. Первое 
значение Х, при котором она становится отрицательной, есть 
искомый корень, т.е. нижняя граница для N2 (см. ( 16.9) ) .  Чем 
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больше М, тем информативнее эта оценка, и, одновременно, более 
трудоемки вычисления. 

4. Неравенство ( 16.4) есть необходимое условие на норму тока, 
распределенною на линии С и создающего диаграмму F(tp). 
Преобразуем его и найдем другое условие, хотя и менее точное, 
но не зависящее от коюсретного вида той функции F(tp), которую 
мы хотим аппроксимировать. Увеличим правую сторону неравен
ства (16.4) , используя неравенство Коши в форме 

IЪr . 1 2 

211: 
!F'(tp)Ф(tp) dtp s ! I Ф(tp) l 2 dtp. 

Здесь уже принято, что диаграмма F(tp) пронормирована на 
единицу по (3.4) . Неравенство 

N2 � 
(Ф,Ф) 

(ХСФ,К:Ф) 
( 16. 1 7) 

является усилением неравенства (16.4) , т.е. если норма тока 
удовлетворяет условию ( 16. 1 7) , то она, тем самым, уДовлетворяет 
и условию ( 16.4) . Неравенство ( 16. 17) уже не содержит функцию 
F(tp), оно характеризует только линию С и функцию Ф(tр). Если 
не ограничивать скорость изменения Ф(tр) с углом tp, то ( 16. 1 7) 
не содержит никакой �нформации, так как тогда можно принять 
Ф(tр) = 1/J (tp), и при достаточно большом т правая сторона т 

( 16. 1 7) ,  равная при таком выборе 1 1 р , сколь угодно велика. т 

Однако если известна скорость изменения функции F(tp) с tp 
(�апример, наибольший номер среди значимых членов его ряда 

. Фурье) , то можно и функцию Ф(tр) выбирать примерно с той же 
(не большей) скоростью изменения, и тогда ( 16. 1 7) дает разумную 
оценку нормы тока, необходимого для аппроксимации любой 
диаграммы с единичной нормой и с этой степенью изрезанности. 
И эта оценка зависит уже только от С. 

Дальнейшее рассмотрение в этом пункте повторяет для ( 16 . 17) 
в упрощенной фо�е построения предыдущего пункта для ( 16.4) . 
Если известна сисt#ма чисел р т' соответствующих данной линии 

' 1  С ,  то миним�м nравой части ( 16.17) легко находится; он равен 
1 1  р , где теперь р -наименьший из первых М собственных чисел, q q 
что и дает оценку N2 (N2 � 1 /р ) .  Впрочем, этот результат следует q 
просто из точной формулы ( 14.23) . Найдем, как и в предыдущем 
пункте, аналог этого результата, не содержащий числа J.l q· 

Пусть Ф(tр) представима в виде конечного ряда ( 16.5) по 
ортонормированным функциям 1/J (tp), которые не предполагаются, т 
вообще говоря, обобщенными функциями двойной ортогональности, 
например, по тригонометрическим функциям 03.7) . Знаменатель 
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м м  
дроби в 06. 17) есть двойная сумма "'"' С с• {З (см. ( 16. 12)) , k.k. n т nm 
где {З даны в 06. 15) . Неравенство 06.i7) примет вид nm 

( 16. 1 8) 

Правая сторона при любых Сn не больше наибольшего корня 

у(М) уравнения 

det 1 d - у(М) {З 1 м =  О, 06. 19) nm nm 
аналоmчного уравнению (16. 13) , но не сощ�ржащего коэф
фициентов Am. Число М в ( 16. 19) надо выбирать таким образом, 
чтобы ряд Фурье по функциям ( 13.7) для тех диаграмм F(!fJ), 
которые представляют интерес в данной конкретной задаче, можно 
было без большой ошибки оборвать на М-м члене. Чем шире в 
этом смысле класс диаграмм F(!fJ), тем больше М и тем выше 
оценка у(М) для квадрата нормы токов, · аппроксимирующих 
диаграммы этого класса. 

Зафиксировав М,' мы тем самым получим из ( 16 . 19) и оценку " 
близости линии С к ближайшей особой линии С. Эта оценка 
несколько точнее, чем оценка, которую дает правая сторона 
неравенства ( 16. 16) , т.е. величина det i{З ' м· Оценки совпадают, nm 
если С-особая линия, т.е. если для какого-либо конечного М 
det 1 {З пт 1 м = О; тогда у( М) = оо. Если линия С близка к особой, 

т.е. если у(М) » 1 ,  то (16.19) удобнее записать в виде 

det i{Зnm - dnm y<М) 1 М = О, ( 16.20) 

где у{М) = 1 / у(М). При f.М) « 1 этот корень можно найти в явном 
виде, сохраняя в уравнении М-го порядка (16 .20) только его 
нулевую и первую степени. Согласно предЫдущему, для 
диаграмм, представимых конечным рядом Фурье из М членов, 
N2 =:: l lf.М). Как и для х(М), это число зависит от того, из какой 
системы функций выбраны те М функций, линейной комбинацией 
которых могут быть аппроксимированы интересующие нас функ-
ции F(!fJ). Число у{М) и является искомым обобщением числа f-lq 
для проиЗвольной системы функций f/! m('P)· 

Физический смысл результатов последних двух · пунктов 
совершенно очевиден. Чем более изрезанЫ функции F(!fJ), тем 
больше должны быть нормы токов на С, диаграммы которых 
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близки к F(r>)· И тем шире «область влияння>> ближайшей к С 
особой линии. Это элементарное соображение может быть 
проиллюстрировано на примере, аналогичном примеру в конце 
первого абзаца этого параграфа. Пусть током на окружности 
радиуса а надо аппроксимировать днаграмму cos(nr>)/Гn. 
Ток будет иметь норму N = 1/ I J (ka) 1 ,  примерно равную n 
\ 1  а - ;; 1 · J �(kd) � - l ,  где J n(k;; ) = О, т.е. �радиус ближайшей 

л 
особой окружности. При заданном N величина l a - a l , т.е. 
ширина области влияния, будет пропорциональна 1 1  1 J' n(kd) 1 .  Она 
б:Ьlстро растет с ростом n, т.е. с усложнением функции F(r>)· 

В общем случае N2 .::5 1 1 у( М), и область влияния особой линии 
(для нее уСМ) = 0) определяется условием, что для линий, 
находящихся в этой области, /М) :::::: 1 /  N2, где N-<<Допустимая» 
норма тока. 

5. Неравенство ( 16.4) может быть использовано не только для 
нахождения нижней границы N2, но и для очень грубой оценки 
N2• Особенно простую форму оно принимает, если в качестве 
функции Ф(r>) прИнять F(r>)· При этом F(!f) можно не нормировать. 
Тогда неравенству ( 16.4) можно придать вид 

(16.2 1 )  

где т - есть величина, имеющая характер сопротивления излучения: 

2я 
J I F(!f) 1 2d lf 

т = _;:;0 __ --;".._ 
',·/ ' ( 16.22) 

f l i(s) 1 ::as 
с < 

т .е. равная отношению излученной энергии к норме тока. Для 
хорошей антенны т должно быть велико. Если С-особая линия, 
а функция F(!f) неаппрокснмируема, то т =  О. 

Рассмотрим элементарный пример, дающий некоторое пред
ставление о том, насколько в разных условиях правая часть 
06.21 )  больше lil. Пусть ток расположен на окружности радиуса 
а, а диаграмма есть F(!f) = А0 + А1 cos r>· Уравнение ( 14 . 1 )  легко 
решается, и легко вычислить истинное значение l1l (см. ( 16.22) ) .  
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Отношение этого значения IYl к значению правой части ( 16.2 1 )  
есть 

/Yl = 
( I A0 1 2  + I A1 1 2)p 

. 
f !XC F ! 2ds ( ! А0 ! 2р + I A1

1 2)( 1 A0 1 2  + I A1 1 2p) ' 
с 

Ji(ka) 
( 16.23) 

р = --. 
J�(ka) 

Разумеется, это значение всегда не меньше единицы. При 
А0 = О или А1 = О, а также при р = 1 оно равно единице, т.е. 

· 

правая часть ( 16.21 )  дает точное значение для /Yl. При 
J0(ka) = О или J

1 (ka) = О (р = оо или р = 0) , .  т.е. если С есть 
особая линия, для которой данная диаграмма неаппроксимируема, 
оценка ( 16.21 )  совершенно бесполезна, так как IYl = О, а правая 
часть ( 16.21)  конечна. При промежуточных ka, когда окружность 
r = а  не близка к какой-либо особой линии, правая часть ( 16.21)  
дает-в этом примере-неплохое приближение к /Yl. Пусть 
А0 = А1 = 1 .  Расчет показывает, что когда вспомогательный 
параметр р лежит в интервале 0,36 < р < 2, 76, то отношение, 
даваемое ( 16.23) , больше 0,8, т.е. что относительная ошибка при 
вычислении IYl по правой части неравенства (16.2 1 )  меньше 20%.  
Точность в 10% обеспечивается в меньшем интервале значений 
ka при 0,5 < р <2,0. Первый (с ростом ka) интервал значений 
ka, в котором р лежит в этих пределах, для 20%-ной точности 
есть 1 ,0 < ka < 1 ,8 ,  а при 10%-ной точности интервал радиусов 
уже-1 ,2 < ka < 1 ,7. Точное значение IYl правая часть ( 16.21)  
дает при ka = 1 ,4 (р = 1 ) .  

Наибольшее значение сопротивления излучение IYl в этом 
примере имеет при ka = 1 ,  1-такая окружность более всего 
удалена от особых .линий (ka = 2,4 и ka = 3,83) , для которых 
IYl = о. 

Другой элементарный пример, характеризующий влияние, 
которое оказывает особая линия на соседнюю с ней область, 
представляет следующая задача. Ток должен быть распределен с 
ПОВерХНОСТНОЙ ПЛОТНОСТЪЮ i(r) В КОЛЬЦе а < r < Ь ТаКИМ образом, 
чтобы при наименьшей норме создать диаграмму F(rp) = 1 ;  надо 

ь 
найти i(r). Это задача о минимуме интеграла N2 = J [i(r)] 2 rdr 

а 
ь 

при заданном интеграле Ji(r)J0(kr) r dr. Легко показатъ, что 
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оптимум будет достигнут при i(r), пропорциональном J
0
(kr). 

ПлотнОСТf> 1ока, обеспечивающая минимум N2, должна быть равна 
л л 

н�лю на особой линии r = а, где J
0
(ka) = О, вблизи этой линии 

она мала и возрастает примерно линейно с расстоянием до нее. 
6. В этом пункте мы дадим еще более грубую оценку того 

влияния, которое оказывает близость к дуге С какого-либо особого л 
контура С. Мы несколько изменим формулировку проблемы и 
будем искать не норму тока, создающего заданное поле, а 
интенсивность того поля, которое, падая на металлическое 
зеркало С, индуцирует этот ток [36] . Связь падающего и 
отраженного полей рассматриваются только в этом пункте, 
который, тем самым, несколько выпадает из стиля всей книги, 
не рассматривающей задачи дифракции. 

Будем исходить не из формул ( 14. 1 )  и ( 16.4) , на которых 
основано изложение всего параграфа, а непосредственно из 
формулы 

J и(а)V(о') da = J;;(s) j(s)ds, ( 16.24) 
:Е с 

аналогичной ( 10.2) . Так как по условию С не есть особая линия, 
то правая часть этой формулы не равна нулю. Дадим ее грубую 
оценку. 

Ток на зеркале j(s) мы примем равным удвоенному магнитному 
nолю падающей волны. Электрическое поле падающей волны 
обозначим через u0, так что j :::: 2ди0 1 дN :::: 2ku0• Поле ;; равно 

л л л 
нулю на С, на дуге С u(s) :::: с5 · ди/ дN, где с5-расстояние между 

л 
линиями С и С. При столь грубой оценке можно не уточнять 

определение этого расстояния. Обозначим через �0, д;;/ дN, ;5 
средние по зеркалу значения падающего поля u0, производной 

л 
вспомогательн� поля и и модуля расстояния с5 между линиями; 
Lс-длина Лl!,�'и С (размер зеркала) . Так как функция V(a) 

< • л 
нормирована по (10.5) , то можно принять ди/дN :::: l /2v'r;_, где 
�-длина контура �. Таким образом, правая часть формулы 

(16.24) имеет порядок �о kJ L/v'L;_· Существенно, что -;Jl входит 

с малым множителем kc5. 
Левая часть формулы (16.24) примерно равна интегралу л 

J U(a)v*(a) da, где U(а)-то поле на �. к которому должно быть 
:Е 
близко поле и(а), отраженное от зеркала. Это-тот же интеграл, 
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который входит в неравенство (10.6) . Таким образом, получаем 
искомую оценку для амплитуды: падающего поля 

- l �J л da 
uo = bl Lc U(a)V"(a) vr:;_· ( 16.25) 

Разумеется, эта оценка менее информативна, чем преды:дущие 
оценки для 'нормы: тока. Из ( 16.25) можно лишь определить, 
насколько велико должно быть падающее на зеркало поле, чтобы 
на контуре .I отраженное поле бы:ло близко к какому-либо полю 
U(a), которое бы:ло бы: неаппроксимируемо, если бы: С совпадало 

л -
с С. При таком совпадении бы:ло бы: о =  О, и из (16.25) следовало 
бы, что только бесконечно большое падающее поле могло бы 
создать неаппроксимируемое отраженное поле. Это-всего лишь 
другая формулировка многократно упоминавmеrося факта-только 
ток с бесконечной нормой может создать неаппроксимируемое 
поле. 

Проиллюстрируем оценку (16.25) на численном примере. 
Зеркало С есть дуга верезонаиеной окружности радиуса R, и л . 
kR = 10,0. К С близка линия С-резонансный эллипс с полуосями 
а, Ь, (ka = 4, 14; kb = 1 ,73) , который в конце малой полуоси имеет 
с С касание четвертого порядка·. Для небольшого зеркала 
(Lc « а) · элементарный расчет дает М =  (0,7Lс/Л)4• Согласно 
( 16.25) , если поле U(a) не аппроксимируется токами на С, т.е. 
интеграл в ( 16.25) не равен нулю, то хотя это поле и можно 
аппроксимировать токами, индуцированнымИ на зеркале С, но 
для этого падающее на зеркало поле должно быть велико, 
примерно в (1 ,5 )./ Lc) 4 раз больше, чем если бы радиус зеркала 
бы:л другим. Зеркало с таким радиусом хотя и не является дугой 
особой линии, все же настолько к ней близко, что фактически 
имеет «запрещенную» форму. Этим дефектом обладают только 
небольшве зеркала, меньшие или равные длине волны:. 



Г л а в а V. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ. 
УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 

§ 17. Тривиальные обобщения 

1 .  Содержание предыдущих глав книги сформулировано в 
первом абзаце § 4. В этом параграфе основные результаты:, полу
ченные выше для двумерной скалярной модели, перенесены на 
трехмерные векторные задачи. 

Единственное прннципиальное отличие обеих задач, с которым 
мы встретимся при этом ·обобщении, рассмотрено в следующем 
параграфе. В этом параграфе все построения являются простой 
переформулировкой прежних результатов. Нетривиальным при 
этом является только автомаmзм такого перенесения. По суще
ству, он означает, что эти результаты имеют весьма широкую 
область применимости. Если источники какого-либо поля распо
ложены в области, размерность которой ниже размерности 
пространства, в котором формируется это поле (см. замечание 
после (17.7) ) ,  то оно может обладать свойством неаппроксими
руемости, и эта ситуация отнюдь не является исключительной. 
Это утверждение основано только на линейности уравнений, 
точнее-на сnраведливости какого-либо варианта теоремы вэаим
ностJ:I, и потому применимо и к акустическим, и к сейсмическим 
и другим полям, в которых имеет смысл nонятие поверхностных 
источников. 

2. Уравнения Максвелла nри гармонической зависимости от 
времени (см.,rА2. 1 ) )  мы запишем для комплексных амплитуд 
Е(х, у, z), H(�'fy, z) (для поля (Е, Н)) -в однородной форме 

' J  . / rot Н "- ikE = О, rot Е + ikH = О, (17.1)  

аналогичной однородному волновому уравнению Гельмгольца (2.2) . 
Возбуждающие токи расположены на пекоторой поверхности С, 
и мы зададим их не в виде правой части уравнений Максвелла, 
а в виде разрыва на С тангенциальной комnоненты магнитного 
nоля, т.е. в виде двумерного вектора 

(17.2) 
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Здесь t1 , t2-два взаимно перпендикулярных и тангенциальных к 
С направления, векторы t1 , t2 и N (нормаль к С) образуют пра
вую тройку. Магнитные токи мы вводить не будем, так что поле 
Е не имеет разрывов (см., впрочем, замечание в конце n. 3) . 

Условия на бесконечности записываются в сферической системе 
координат (р,  it, rp). Они имеют вид 

07.3а) 

1 дЕ 1 дЕ� н - _ ___.!/!_ н = - - (17 3б) � - ik дp '  tp - ik дp · · 

Как и в (2.5) , функции /1 и t2 не задаются, определен лишь 
характер зависимости от р старшего члена разложения по 1 /kp 
при kp ... оо. В (17.3б) дифференцировать надо только экспоненту. 
Совокупность двух функций /1 и t2 мы будем далее обозначать 
через (/). 

Поле (Е, Н), как и выше поле u(x, у), создано только токами 
j, а не есть полное поле, существующее в пространстве. Поэтому 
векторы Е, Н не должны подчиняться никаким дополнительным 
(к ( 17  .2) ) условиям на поверхностях С, по которым протекают 
эти токи. Поле, индуцирующее токи j, в свою очередь созданное 
какими-либо другими токами («падающее поле», по терминологии 
теории дифракции) , не включено в (Е, Н) (в «дифракцио.нное 
поле») . Например, условие равенства нулю на металле тан
генциальной компоненты электрического поля не относится к Е, 
участвующему в ( 1 7. 1 ) ,  ( 1 7.3) . 

Мы не стали вводить в уравнения Максвелла проницаемости 
е и 1-l ·  Если эти величины постоянны во всем пространстве, то 
их введение эквивалентно изменению частоты. Если в поле 
присутствуют, наnример, диэлектрические тела, то nоле (Е, Н) 
должно удовлетворять уравнениям Максвелла с е =  е(х, у, z). Тогда А л 
и введенное ниже всnомогательное nоле (Е, Н) должно удовлет-
ворять таким же уравнениям, т.е. дожно быть результатом 
решения задачи о дифракции nриходящей из бесконечности 
сферической волны на диэлектрических телах. Во всех дальнейших 
nостроениях и, в первую очередь, в формуле ( 17.4) (см. ниже) , 
на которой эти построения основаны, nри этом ничего не 
изменится. Мы ограничимся этим замечанием · и  будем применять 
уравнения Максвелла в виде ( 17  . 1 ) , т .е. nри · е = 1 ,  fi = 1 .  И 

л л 
оnисывая далее всnомогательное nоле (Е, Н), мы тоже будем счи
тать его nолем в nустоте. 

Аналогом формулы Грина (2.7) является формула (уnрощенный 
вариант леммы Лоренца) , следующая из уравнений ( 17. 1 ) , 
написанНЬiх для двух полей (Е1 , Н1) и (Е2, Н2) : 
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f { [E1H21N - [E2H1]N} ds = О. 
� . 07.4) 

Здесь интеграл взят по векоторой замкнутой nоверхности �, 
N-нормаль к ней, так что в ( 17.4) участвуют только тангенциаль
ные к !Е комnоненты: nолей. 

Формула ( 17 .4) сnраведлива только, если в объеме, заключен
ном внутри Sl!, оба nоля не имеют разрывов или каких-либо 
других особенностей. Если nоле Н1 имеет разрЬIВ ( 17.2) на 
nоверхности С, то сnрава в ( 17.4) возникнет взятый по С :интеграл 
от нормальной комnоненты: векториого nроизведения этого разры
ва, равного току, на Е2, т.е. интеграл 

J jE2 ds. 
с 

(17.5) 

Так как ток тангенциален к поверхности С, то в (17.5) участвуют 
только тангенциальные комnоненты: nоля Е2• л л 

3. Всnомогательное nоле (Е, Н) мы оnределили как nоле, 
удовлетворяющее однородным уравнениям Максвелла и удовлет
воряющее на бесконечности условиям: 

л л 

(17.6а) 

07.66) 

Комnоненты: магнитного nоля HfJ и Н в старшем по 1 / (kp) nоряд
л tf' л 

ке при kp - оо получаются из Еь и Е'Р по формулам (17.36) . 
Первые слагаемые в суммах 07 .6) и в аналогичных формулах л л 
для н0, Н'Р -незоммерфельдовские слагаемые, описывающие ту 
nриходящую из бесконеч�ос,;rи сферическую волну, которая создает 
во всем объеме �ле (Е, Н). В отличие от (5.3) , в ( 17.6) мы: 
nриняли, что полf,!Е во всем nростран�тве вещественно. Из ( 17. 1 ) ,  

/ . л 
а также из if07.6) , 07.36) из этого следует, что nоле Н во всем 
nространстве мнимо. В следующем nараграфе мы будхм ,.рассмат-
ривать также и комnлексные вспомогательные nоля (Е, Н), тогда 
оба угловых множителя и в ( 17.6а) и в ( 17.66) будут независим:ы, 
как, наnример, в (5.3) . ,.. 

Если векоторая nоверхность С обладает тем свойством, что л л 
существует nоле Е такое, что на С выnолняются условия: 
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то такую поверхность мы называем особой. Формула ( 17.7) 
содержит два условия для любых двух тангенциальных к С 
направлений. 

Заметим в этой связи, что поле, не равное тожденственно 
нулю во всем: объеме, :может быть равно нулю только на 
поверхности (т.е. в пространстве меньшей размерности) , подобно 

л тому, как поле u(r, tp), не равное тождественно нулю на плоскости, 
:могло быть равно нулю только на линии. Если ток расположен 
в конечном: о6ьеме, то неаппроксимируемости (которая есть 
следствие ( 1 7.7) ) быть не может. Впрочем, если все точки этоrо 
объема близки к особой поверхности, то аппроксимируемость будет 
возможна только при большой норме тока (см. § 16) . л л " 

При:ме:м сначала, что поле (Е, Н) не имеет особенностей во л л. 
всем пространстве. Применям ( 17.4) к полям (Е, Н) и (Е, Н), л л • 

приняв (Е, Н) за (Ер Н1), а (Е, Н)-за (Е2, Н2). Слагаемое ( 17 .5) , 
обязанное разрыву поля Н, согласно ( 17.7) , выпадет при любых л. 
расположенных на С токах j. Поэтому из ( 17.4) будет следовать, 
что интеграл, взятый по бесконечно удаленной сфере, на которой 
поля описываются формулами ( 17.3) и ( 17.6) , ( 17.3б) , равен нулю. 
Как обычно в таких построениях, те слагаемые в подынтегральном 
выражении, которые получаются из волн, идущих в одном 
направлении (расходящиеся сферические волны) , выпадают. Под
ставляя тангенциальные (т.е. i}, tp-e) компоненты полей, которые 
только и входят в ( 17  .4) , и сохраняя в ( 17. 6) только первые 
(незом:мерфельдовские) слагаемые, получим 

л л 
J { /1 (t>, tp)F ;ct>, VJ) + t2(t>, VJ)F ;(t>, VJ)} dQ = о, ( 17.8) 

где dQ = sin i> di> dtр-элемент телесноrо угла; интеграция произво
дится по всему углу 4л:. 

Формула ( 17.8)-аналог формулы (3. 14) . Введем обозначение 
для произведения двух пар функций в пространстве пар фуюс
ций 

(p(l), р(2)) = f {�l)(t>, tp)�2)•(i>, tp) + Pzl)(t>, tp)Pz2)•(t>, tp)} dQ. 
( 17.9) 

Тогда формула ( 17.8) означает, что любая диаграмма /, созданная л 
токами, расположенными на особой поверхности С, ортоrональна л. л " 
диаграмме F, т.е. что (J, F) = О. Элемент F пространства пар 
функций является ортоrональным дополнением в пространстве 
диагра:м:м. Отсюда следует, что любая пара функций F может 
быть аппроксимирована диаграммами f не точнее, чем согласно 
неравенству 

л 
Ь == (F, F). 07.10а,б) 
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,.. 
В этой формуле предположено, что F пронормировано на единицу 

(F, F) = 1 .  ( 17. 1 1 ) 
Если данной особой поверхности С соответствует несколько ,.. л 

полей (Е , Н )  (р = 1 ,  2, . . .  , Р) , для которых выполняются условия р !У ,.. 
(17.7) , то существует Р пар функций F ,  ортогональных любой ,.. р 
диаграмме, созданной токами на С. Тогда в перавеястве (17 .10а) 
справа стоит сумма Р слагаемых l bp l 2, где ЬР = (F, FP). Необ
ходимыми условиями аппроксимируемости являются условия 
(3.27) , а если друmх элементов пространства ортогонального 
дополнения нет, то эти условия ,..и достаточны. 

Каждая особая поверхность С, т.е. поверхность, на которой ,.. ,.. ,.. 

· равны нулю тангенциальные компоненты Et поля (Е, Н), удов-
летворяющего однородным уравнениям Максвелла, одновременно 
является и поверхностью, на которой равны нулю тангенциальные л л л 
компоненты Ht некоторого другого поля (Е, Н), удовлетворяющего 
тем же уравнениям. Это следует из инвариантности этих 
уравнений относительно подсталовки Е -+  Н, Н -+  -Е. Функции 
ортогонального дополнения для этих двух полей взаимно ортого
нальны, что следует из ( 17.6) и (17.3б) . л 

Пусть, например, С есть цилиндрическая поверхность, парал
лельпая �и z, и все поля не зависят от z. Эти поля выражаются 
через две скалярные функции-z�е компоненты электрического и л л л 
магнитного полей. Иэ того что на С Et = О, т.е. Е = О  и 
л л z л 
Е = О, следует, что существуют две функции Е и Н , s л л л :z: z 
удовлетворяющие на С условиям E:z: = О, дН/ дN = О. И тогда 

существуют две друmе функции Е и Н , для которых на С 
,.. л % % 

дЕ 1 дN = О и Н = О, т.е. на этой поверхности равны нулю также % z л л л 
тангенциальные компоненты Ht поля (Е, Н), выражающегося fr; л 
через эти две д})Jme скалярные функции. Поверхность С 
одновременно естi/ и особая поверхность магнитного типа. • л 

Таким образом, если пекоторая поверхность С обладает тем 
свойством, что любые токи на ней создают неполную систему 
диаграмм, то и любые магнитные токи на ней тofl{e создают 
неполную систему диаграмм. Функции ортогонального дополнения 
обеих систем диаграмм не совпадают. Повторяя соображения, 
изложенные в § 5, п. 6 (в обозначениях (5.25) J = 0) , можно 
утверждать, что если на какой-либо поверхности можно распола
гать как электрические, так и магнитные токи, то диаграммами 
всех этих токов можно аппроксимировать любую функцию. 

151  



л 
4. Расширим понятне особой поверхности С, потребовав, как л 

в гл. III, чтобы существовало вещественное поле Е, удовлетворя
ю'щее уравнениям ( 17 . 1 )  и условию ( 17.7) и не имеющее 
особенностей хотя бы: в конечной части пространства, т.е. внутри л 
векоторой замкнутой nоверхности � .  содержащей С. Построим на 
этой nоверхности � функцию, играющую роль функции ортоrо
нального дополнения к тангенциальным компонентам на � полей л Е, созданных любым током j на С. 

Решим вне � nервую граничную задачу, т.е. найдем поле, 
удовлетворяющее условию излучения и имеющее на � те же 
�начения тангенциальных компонент электрического _.р-о�я, что и 
Е. Поле, равное внутри � вспомогательному полю (Е, Н), а вне 
�-построенному этим способом комплексному продолжению этого 
поля, будет иметь во всем пространстве лишь одну особенность
разрыв тангенциальной компоненты магнитного поля на �. Точнее, 
разрыв будет испытывать на � также и нормальная компонента 
электрического поля, но она не входит в дальнейшие формулы, 
и мы об этом далее упоминать не будем. Обозначим скачок 
тангенциальной компонентылмагнитного поля (Двумерный вектор, 
определенный на �) через V(o), где а-точка на поверхности �. 
Это обозначение повторяет обозначение, введенное в (10. 1 )  для 
аналогичной скалярной функции. 

Применим тождество ( 1 7.4) к nолю (Е, Н) и к полю, равному л л 
внутри � полю (Е, Н), а вне-полю, полученному описанным л 
продлением по значению Et 1 �· Оба поля удовлетворяют одному 
и тому же условию излучения, поэтому интеграл по бесконечно 
удаленной сфере равен нулю. Слагаемое ( 1 7.5) тоже не возникнет, л л 
так как на С это поле совпадает с полем Е, т.е. равно нулю. 
Поэтому будет равен нулю единственный член, который останется 
от ( 17.4) , обязанный разрыву магнитноГо поля, обозначенного в 
( 17.4) через н2 : 

л 
J E(a)V(a) da = О. 07.12) � 

л 
Таким образом, двумерный вектор V(o) играет роль функции 

ортогонального дополнения для тангенциальных к � компонент 
полей Е, созданных токами на особой nоверхности �. Ограничения 
на аппроксимируем01;ть электрического поля в ближней зоне 
�ь�ее, чем для диаграмм. Во-первых, может оказаться, что поле 
(Е, Н) для данной особой поверхности не имеет особенностей л 
только в части пространства; близкой к С. Во-вторых, вектор л л 
V(a), вообще говоря, более гладкий, чем функция (F). Мы не 
будем доказывать это второе утверждение, повторяя для этого 
соображения, приведеиные в § 10 после (10.9) . Для этого надо 
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было бы принять за � сферическую поверхность, представить л л 
(Е, Н) внутри � через потенциалы Дебая, выразив их в виде 
ряда Фурье по сферическим гармоникам Pm(cos iJ) cos (ml{') и по n 
полуцелым функциям ' Бесселя (см. ниже (17. 15) и ( 17 . 16) ) ,  явно 
решить упомянутую внешнюю первую граничную задачу в виде 
ряда, содержащеrо полуцелые функции Ханкеля, и ,  вновь 
используя выражение для вронскиана цилиндрических функд;ий, 
получить явный вид коэффициентов Фурье ряда для V(o'). . л 
Сравнивая ero с таким же рядом для F, мы, как и в § 10, л 
показали бы, что в V(o') высокие гармоники относительно меньше, л л л 
чем в (F), т.е. что V(o) более гладкая функция, чем F, а это и 
означает, что условия аппроксимации для полей в ближней зоне 
жестче, чем для диаграмм. Мы опустим эти громоздкие, но 

. совершенно элементарные по существу выкладки, дублирующие 
· аналоmчные выкладки, проделанные для скалярноrо случая в 
§ 10, п. 2. л 

Аналоmчно ( 17 . 12) можно показать, что если С-особая 
поверхность, ;_о существует определенный на � тангенциальный 
к ней вектор W(a), обладающий тем свойством, что поле Н любоrо л л 
тока, распределенноrо на С, ортоrонально к W( а) в том смысле, 
что 

л 
J H(a)W(a) da = О. � 

л 

( 17 . 13) 

л 
Вектор W(a) строится п;и�ерно так же, как V(a). Поле, служа
щее продлением поля (Е, Н) в область, внешнюю по отношению 
к �. строится как решение второй граничной задачи таким 
образом, чтобы сохранить непрерывность тангенциальных компо-л 
нент маmитноrо поля, т�. J!O заданному значенИю Н1 1 �· Тогда 
поле, внутри � равное (Е, Н), а вне-этому продленному полю, 
будет иметь единственную особенность-разрыв тангенциальной 
компоненты электри�кого поля на � (и нормальной компоненты 
маmитноrо, ЧТО нееfщественно) .  Разрыв этой тангенциальной ' 1  л 
компоненты мы и /  обозначили через W(a). Формула ( 17. 13) 
непосреДственно следует из (17 .4) . 

5. Поверхность антенны не должна быть особой поверхностью 
(или близкой к ней) . · Для секториальноrо рупора из этоrо 
следовало, что уrол раскрыва рупора не должен быть равен углам, 
указанным в (6.6) , или близок к ним. Получим аналоmчные 
результаты для конического рупора. 

Ось конуса направим по оси сферической системы координат. 
Половину угла раскрыва обозначим через а, так что уравнение 
поверхности антенны есть iJ = а. Эта поверхность будет особой, л л 
если существует такое поле (Е, Н), что 
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л л 
Е

Р i ь=а 
= О, Е 1 = О. 

<Р Ь=а 
07. 1 4а,б) 

Компоненты полей в сферической системе координат удоб
но выражать через . две скалярные функции-электрический 
и(р, i), rp) и магнитный V(p, i), rp) потенциалы Дебая. Нам пона
добится только две из шести соответствующих формул: 

2 
Е - _1_ д (pU) + ik дV 

<Р - р sin i) др дrр дi) .  
( 17 . 15а,б) 

Компонента Е
Р 

выражается через один потенциал и, компонента 
Н

Р 
-через один nотенциал V. Эти потенциалы удовлетворяют 

волиовому уравнению-трехмерному аналогу уравнения (2.2) . л л 
Если представить эти потенциалы для поля (Е, Н) в виде 

произведения соответствующих специальных функций от р,  i) и 
rp, т.е. в виде 

( 17. 16) 

то условия (17 . 1 4) могут быть выnолнены для полей, nредставимых 
через один из этих. потенциалов. Опишем два варианта такого 
построения:,., л л 

Поле (Е, Н) можно построить, приняв и = О и потребовав 
выполнения условия 

pm(cos а) = О. n л л л 
( 17 . 17) 

Действительно, компоненты Е и Е получаются из и диффе-
Р tfJ 

ренц�ванием только по р и по rp, так что из условия ( 17 . 17) , 
если и(р, i), rp) принято в форме ( 17 . 16) , следует ( 17. 14) . В ( 1 7. 16) 
цминдрическая функция должна быть именно функцией Бесселя, 
иначе поле будет иметь особенность при р = О. л л 

Асимптотика при kp -+ оо поля (Е, Н) будет содержать 
приходящую сферическую волну (первые слагаемые в ( 17 .6) ) с 
угловой зависимостью: 

�(i), rp) = �(cos 11) [  -т sin (mrp)] , 
( 1 7.18) 

где опущен множитель (-i)n, получающийся из асимптотяки 
функции Бесселя в (17. 16) (ер. (5.8) и (5.9) ) .  
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Для того чтобы функция P�(cos iJ) cos (тtр) не имела особен
ностей, n и т должны быть целыми числами, и n � т. Для 
J(аждой пары (n, т) уравнение (17.17) определяет значение а, 
при котором копус--особая поверхность. <Dактически ограничения " 
на аппроксимируемость диаграмм существенны, только если F (см. 
(17 . 18) )--гладкие функции, т.е. если n и т--небольшие числа. 
Например, для полей, не зависящих от tp, конус будет особой 
поверхностью при значениях а, удовлетворяющих ( 17  . 17) при 
т = О для нескольких первых п: а = 55° (n = 2) , а = 39° 
(n = 3) , а =  31° (n = 4) . Для аппроксимируемости диаграмм, 
пропорциональных cos tp, надо избегать углов, удовлетворяющих 
( 17 . 17) при т =  1 ,  а именно углов а =  63° (n = 3) и а =  49° 
(n = 4) . " л л 

Поле (Е, Н) можно также построить, приняв U = О и выражая л л 
все компоненты Е через V(p, iJ, tp) (см. ( 17 . 16) ) .  Тогда (17 . 14а) 
выполняется автоматически, так как Е = О  во всем пространстве, р . 
а второе условие (17 . 14б) nриводит ,к  уравнению для а: 

d dJJ Р�( cos iJ) 1 = О. ( 17 . 19) 
it=a 

Для этого поля функции оnтогонального доnолнения получаются л :1-(" л л 
из ( 17 .18) заменой F1 на F2 и F2 на--F1 • Для т = О уравнение 
( 17 . 19) дает а =  63° (n = 3) , а =  49° (n = 4) . Для т =  1 
соответственно, а =  31° (n = 3) и а =  24° и 69° (n = 4) . 

· Если поверхностный ток расположен на любой конической 
поверхности (не обязательно кругового конуса) , но содержит 
только радиальную составляющую тока j , то создаваемая им р л 
диаграмма f (см. ( 17.3) ) ортагональна функции F, соответствую-л л л 
щей любому полю (Е, Н), не содержащему комnоненту Е ,  т.е. 

л р 
любому полю, представимому через один потенциал V. Это следует л 
из ( 17.5)--в таком поле Е = О, интеграл ( 17 .5) равен нулю для 

f1'' р 
любого радиальнего;'fока, � именно из этого и следует равенство 
нулю произведеliй:я (/, F). Для простейшего случая, когда 
радиальный ток лежит на оси системы координат, это получается 
и из соображения о том, что такой ток создает только iJ-ю 
составляющую электрического nоля, притом не завися�ю от tp, 
т.е. в (17 .3а) /2 = О, /1 � !1(-д). В nроизведении (/, F) войдет 

�нтеграл только от /1 (д)д V 1 дtр (см. ( 17  . 15а) ) по tp, а так как 
У--периодическая функция от tp, то этот интеграл равен нулю. 
В общем случае, когда радиальный ток не лежит на одной прямой, 
доказательство более громоздко, и мы его приводить не будем. 
Все это рассуждение вновь иллюстрирует то обстоятельство, что 
теория аппроксимируемости может рассматриваться как обобщение 
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элементарных свойств симметрии поля, созданного токами на 
прямой линии или на плоскости (ер. § 6, п. 4, или § 7, п. 2) . 

Основываясь на формулах этого пункта, легко показать, что 
функции ортогонального .дополнения, в�еденные равенствамц 
( 17  .6) (т.е. в предположении, что поле Е вещественно) , удов
летворяют условиям 

л л л л F1 (:тr - �. tp - :тr) = F �(�, tp), Fi:тr - �. tp - :тr) = F ;(�, tp), 
( 17.20) 

аналогичным условию (5 . 17) , которому удовлетвОJ�яет функция л "' "' F(tp) в двумерной задаче. Представим потенциалы и и V в виде 
рядов по вещественным функциям (17 . 16) .  Эта система функций 
полна в пространстве функций без особенностей, удовлетворяющих 
волновому уравнению. Согласно 07.15) ,  для того, чтобы поле л л 
Е было вещественным, коэффициенты в разложении и долж-л 
ны быть вещественными, а в разложении У-мнимыми. Функции л л F1 (�. tp) и F2(�. tp) , т.е. асимптотики функций ( 17. 16) при 
kp -+  оо ,  будут рядами по функциям (17. 18) , и, согласно замечанию 
после формулы (17 . 18) , коэффициенты в этих рядах будут иметь 
вид С ( - i)n, где С -вещественны. При замене углов �. tp на пт nm :тr - �. tp - :тr функции ( 17.18) не изменяются, но получают 

. л 
�ножитель (- 1)п. Поэтому такая замена меняет ряды для F1 и 
F 2 так же, как и взятие комплексного сопряжения, что и 
утверждается в ( 17  .20) . 

Как и в двумерном случае (см. замечание после формулы 
(5. 1 7) ) ,  этот результат можно получить и непосредственно из л л 
( 17.6) , применив тождество ( 17.4) к полю (Е, Н) и к полю плоской 
волны, приходящей из направления �. tp. Однако формулы 
асимптотического интегрирования в двумерных интегралах более 
громоздки, чем, например, (5. 13) или (6. 16) , и такое доказатель
ство формулы (17.20) оказывается технически более сложным, 
чем намеченное выше. л 

6. Если особой поверхности С соответствует бесконечно много л 
функций ортогонального дополнения F (р = 1 ,  2, . . .  ) ,  то возможна р 
амплитудная неаппроксимируемость некоторых диаграмм, т .е. 
могут существовать функции 

F/�. tp) = Ф1 (�. tp) ехр [-i'l\�• tp)] , 
Fi�• tp) = Ф2(�. tp) ехр [-i'1'2(�. tp)] 07.21) 

(Ф1 ;;:::: О, Ф2 ;;:::: 0) с заданной амплитудной диаграммой (Ф), которые 
неаппроксимируемы данной поверхностью при любых фазах ('1'). л 
Примером такой поверхности С является совокупность трех 
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пересекающихся плоскостей, если углы между ними удовлетворяют 
определенным условиям. Ситуация примерно такая :же, как в л 
двумерной задаче, если в ней линия С состоит из двух 
пересекающихся прямых (см. § 7) . Чтобы не усложнять формулы, 
в трехмерном векторном случае и без того громоздкие, мы 
ограничимся частным случаем-особая поверхность состоит из 
трех взаимно перпендику.лярных плоскостей. В декартовой 
системе их уравнения имеют вид: у = О, х = О и z = О. В 
сферической системе координат, ось которой совпадает с осью z 
и в которой угол !f' отсчитывается от плоскосТи у =  О, уравнения 
этих трех плоскостей имеют вид: !f' = О, !f' = я/2 и t} = я/2. л л 

Будем искать поля (Е, Н), удовлетворяющие на этих трех 
плоскостях условию (17. 7) . Выразим эти поля через потенциалы л л 
Дебая U(p, iJ, !f') и V(p, iJ, !f') по формулам (17 . 15) , а эти 
потенциалы будем искать, согласно (17 . 16) , в �иде 

л л 
U = Rn(p)P';:(cos tJ) sin (т!f'), V = Rv(p)�(cos tJ) cos (/.l!f'), 

( 17.22а,б) 
где функции Rn(p) = J n+ 1 12(kp )l..fkP" нам _далее не понадобятся. 
Числа n, т, v и !i должны быть целыми, и n � т, v � #.  чтобы 
функции (17.22) не имели особенностей при всех tJ и !f'· л л 

Тангенциальными к С компонентами поля Е на плоскостях л л 
1/) = О  и 1/) = я/2 будут компоненты Е , EIJ, а на плоскости л л р 
tJ = я/2-компоненты Е , Е . Требование равенства нулю этих . р � 
компонент (см. ( 1 7.7) ) накладывает на потенциалы Дебая, 
согласно (17 .15) , следующие условия: при !f' = О  и !f' = я/2 л л л . л л 
Uл= О, дU/� = О, дV/др =. О; при tJ = я/2 U =. О, дU/д!f' =. О, 
дV/ � = О. Условия при I{J = О и !f' = я/2 будут выполнены 
потенциалами 07 .22) , если т и !i будут четными числами. 
Условие на плоскости i} = я/2 требует, чтобы Р';:(О) = О, 
d�(cos tJ)/ diJ / . f1!/= О. Как легко проверить [20; 8.756 . 1  и 

IJ=:тc/1 
8.731 . 1 ] , пеgвое/ из этих уравнений при четных т будет 
выполнено, если n'-нечетно (n > т) , а второе при четных !i 
будет выполнено, если v:-четно (v � #) .  Так как при !i = О, л 
v = О цотенциал V (см. ( 17  .22б) ) не завИсит от углов, то ему 
соответствует поле, равное нулю, так что !i и т должны быть 
четными числами, не равными нулю. 

Таким образом, каждый из двух потенциалов (17 .22) , 
нхза�исимо друг от друга, описывает вспомогательное поле 
(Е, Н) для любых четных значений т и !i (т, !i = 2, 4, . . .  ) и 
любых нечетных n (n > т) и любых четных v (v � #) . 
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Каждому потенциалу соответствует функция ортогонального 
дополнения: в пространстве диаграмм: 

л 1 

F1 (iJ, rp) = Р: (cos 'it) siп (mrp), 

л 1 F1(it, rp) = --;---:я JP(cos D) sin (prp), SIП и v 
л . 

1 

F2(D, rp) = � (cos D) cos (prp). 

( 1 7.23а,б) 

л 
Диаграммы ( 17  .23а) порождены потенциалом U (см. ( 17  .22а) ) ,  . л 
диаграммы ( 17.236) порождены потен�алом V (см. ( 17.226) ) .  Та-
ким образом, особой поверхности с в виде трех взаимно 
перпендикулярных плоскостей соответствует бесконечное (счетное) л 
множество функций (F � ортогонального дополнения ( 17.23) . 

Диаграмма (F) аппроксимируема тогда н только тогда, когда л 
она ортогональна всем этим функциям (F ), т.е. :когда равны нулю л р 
все интеграл� тиnа 0 7.8) , (F, F � = О. Умножив каждое из этих 
равенств на F (iJ',  rp ') с соответствующей нормой, просуммировав р . 
по всем р и переставив порядок суммирования и интегрирования, 
nолучим эквивалентное необходимое и достаточное условие 
аппроксимируемости функции ( F) в виде 

(F, 1) е 0, ( 17.24) 
которое должно быть справедливо для всех iJ' (0 s D' s :л:) и rp' 
(0 s rp' s 2:л:) . Мы не будем выписывать двухкомпонентную 
функцию l((iJ, rp; iJ ' , rp '), которая равна сумме произведений всех 
функций типа ( 17.23б) по всем доnустимым значениям .индексов 
(ер. (7. 1 2) ) .  . 

Далее можно было бы преобразовать эту сумму и показать, 
что 1 равно конечной сумме о-функций, аналоmчных сумме в 
правой части формулы (7.7) . И тогда условие (F, 1) = О  примет 
форму связи между значениями (F) для некоторых углов, как в 
(7 .8) . Однако такой способ получения этой связи, которая является 
основой дальнейшего рассмотрения вопроса об амплитудной 
аппроксимируемости, очень громоздок. Проще, основываясь на 
доказанном существовании такой связи, неnосредственно уста
новить ее для любой диаграммы (/), используя соображения о 
симметрии, очевидные в этой конкретной задаче о трех плоско
стях, т.е. реализовать программу, осущестменную в скалярной 
задаче на основании формулы (7.10) .  

Рассмотрим для этого сначала потенциал Дебая V(p, it ,  !f) поля, л 
созданного любым током на С. Его можно представить в виде 
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суммы трех потенциалов, созданных токами, протекающими, 
соответственно по плоскостям 1/' = О, !f = л/2 и д = л/2 (зависи
мость от р не указываем) : 

(17.25) 

Симметрия полей, созданных токами на плоскости, относительно 
этой плоскости, приводит к тому, что потенциал V относительно 
нее симметричен: 

V1(д, !f) = V1(д, -!{'), V2(д, !f) = Viд, л - !f), 

Vз<д, !f) = v3(л - д, 1/')· ( 17 .26) 

Подставим в ( 17  .25) nоследовательно вместо д, !f, углы 

(д, -!{') , (д, л - !f), (л - Ь, !f), (л - Ь, - !f), (л - Ь, л - !f), 

(д, f/' - л)(л - д, 1/' - л), 
получающиеся однократным, двукратным и трехкратным <<отра
жениеМ>> точки с углами Ь, V'· При этих отражениях значение р 
не меняется. Сложим эти восемь равенств. Согласно ( 17.26) , слева 
все слагаемые сократятся. Таким образом, 

V(b, !f) - {V(b, �1/') + V(д, л - !f) + V(л - Ь, !f)} + 

+ {V(л - д, -!{') + V(л - д, л ...: 1/') + 

+ V(b, 1/' - л)} - V(л - Ь, !f - л) = О. ( 17.27) 
В nервую скобку сведены значения V от точек, получающихся 
nри однократном отражении, во вторую-nри двукратном отра
жении, последний член соответствует трехкратному отражению. 
Аналогичный результат сnраведлив и для nотенциала и. В отличие 
от V, nотенциал и антисимметричен относительно плоскости, по 
которой nротекают токи, так что вместо, наnример, nервой 
формулы ( 17.26) будет и(Ь, 1/') = -U(b, -!{'). От (17.27) формула 
для и будет отличаться только знаками, что для дальнейшего не 
существенно. 

Переходя 'W';JЮтенциалов к диаграммам (/), мы nолучим такой 
же результат---Фгебраическая сумма значений диаграмм от восьми 
углов, уч�ствУfощих в л 07 .27) , равна нулю для любых диаграмм, 
созданных токами на С. Это означает, что функция 6 содержит 
восемь слагаемых, каждая из которых есть nроизведение двух 
Ь-функций от аргументов типа (Ь - д' + д ) и (1/' - !f' + !f ) s s 
(s = 1 ,  2, . . .  , 8 ) ,  где д5, 1{'5-некоторые углы (ер. (7.7) ) .  Поэтому 
требование-значение алгебраической суммы комnлексных функ
ций (F) от восьми точек равно нулю-есть искомая форма 
необходимого и достаточного условия аппроксимируемости диаг
раммы (F). А отсюда, nовторяя соответствующее рассуждение § 7 ,  
мы получим условие амnлитудной аппроксимируемости диаграм-
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мы, в которой задана только амплитуда (Ф). Условие это состоит 
в том, что в ряду восьми неотрицательных чисел Ф(iJ, 1/J), 
Ф(iJ, -rp), • • •  и так далее-подразумеваются те же углы, которые 
участвуют в (17.27)-при всех iJ и rp большее число не должно 
быть больше суммы семи остальных. Точнее, надо упоминать о 
двух рядах чисел Ф1 (iJ, rp) и ФiiJ, rp), и в каждом ряду должно 
выполнятьс5l такое же требование. 

Рассмотрим в качестве примера такую же гауссову диаграмму, 
как в (7 . 17) . Пусть ее максимум находится в первом квадранте 
под направлением, составляющим равные углы со всеми тремя 
qсями, т.е. с тремя линиями пересечения плоскостей. Несложное 
геоцетрическое построение показывает, что этому направлению 
соответствуют углы iJ0 = arcsin ..ffi3 =:: 55°, rp0 = я/4. В системе 
координат i}' ,  rp' с полярной осью, направленной под углами 
iJ0, rp0, амплитудную диаграмму зададим, как в (7. 1 7) ,  в виде 

. ( . 2 ·{} ' ) 
Ф(iJ, rp) = ехр -А sш Т . (1 7.28) 

Поле направлено по меридианам этой системы координат, т.е. 
диаграмма . имеет только iJ'-компоненту электрического поля или 
маmитного поля. 

В направлении максимума (i}' = 0) диаграмма 07  .28) равна 
единице (Ф(iJ0, rp0) = 1 ) .  Для любого направления iJ, rp значение 
диаграммы зависит только от угла i}' между направлением 
iJ0, rp0 и направлением iJ, rp, определяемым формулой 

cos iJ' = cos iJ0 · cos iJ + sin iJ0 · sin iJ · cos (rp - rp0). ( 17.29) 

У словие-сумма семи членов ряда больше восьмого-будет 
выполнено для всех углов, если оно будет >;:;,шолнено для угла 
iJ0, rp0, где большее из этих восьми чисел имеет наибольшее 
значение, а отношение суммы остальных семи к этому большему 
минимально. Если же ·это условие нарушено хотя бы в одной 
точке, например, · при iJ = iJ0, rp = rp0, то нарушено и условие 
амплитудной аппроксимируемости. 

Для углов, получающихся из iJ0, rp0 однократным отражением, 
т.е. для углов (iJ0, -rp0), (iJ0, я - rp0), (я - iJ0, rp0) (см. аргументы 
в первой скобке в формуле (17.27) ) ,  cos iJ' = 1 /3 (i}' =:: 70°) , что 
легко найти из (17.29) , учитывая, что sin2 iJ0 = 2/3. Для углов, 
получающихся двукратным отражением, cos i}' = - 1 /3 (i}' =:: 1 10°) . 
Для угла (я - iJ0, rp0 - я) cos i}' = - 1  (i}' = 180°) . Таким обра-

зом, подставляя в 07 .28) соответственно, sin2 (iJ' /2) = 1/2, 
siп2(iJ' /2) = 2/3 и sin2 (iJ'/2) = 1 ,  nолучим уравнение, аналогичное 
(7. 19) : 
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3 ехр (-А0/3) + 3 ехр (-2А0/3) + ехр (-А0) = 1 .  ( 17.30) 

Здесь А0-наибольmее значение параметра А, входящего в ( 17 .28) , 
при котором амплитудная аппроксимируемость еще возможна. 
Решением ( 17.30) есть А0 = 4,0, чему соответствует полуширина 
амплитудной диаграммы, равная 34°. Более широкие однонаправ
ленные амплитудные диаграммы (см. ( 17.28) ) аппроксимируемы, 
более узкие-неаппроксимируемы токами, протекающими по трем 
взаимно �рерпендикулярным плоскостям. В аналогичной двумерной 
задаче (С-две перпендикулярные прямые) полуширина диаграммы 
должна быть больше 53°. В трехмерном случае ограничения 
оказались мягче. 

7. Мы не будем выписывать формулы, получающиеся при 
обобщении на трехмерные векторные задачи всех результатов, 
полученных в гл. IV для скалярных полей. Разумеется, опреде
ление скалярного произведения токов ( 14.4) надо заменить на 
скалярное произведение, содержащее двумерные векторы, подобiJо 
тому, как скалярное произведение диаграмм (14.5) заменяется на 
( 1 7.9) . Ядро интегрального оператора (1_4.4) будет не функцией 
( 14.2) , а матрицей. В простых примерах вместо окружности надо 
будет брать сферу, вместо тригонометрических функций ( 13.7) , 
( 13.8)-функции 07.18) , соответствующим образом пронормиро
ванные. Однако основные элементы всех построений гл. IV
nоияти е обобщенных функций (пар функций) двойной ортого-
нальности, определение сопряженного по (14.6) оператора К', 
определение расширенных оnераторов (К) и (К') и их 

л л расш расш 
тождественность полям (Е, Н) или (Е, Н)-сохраняются. Сохра
нятся и результаты § 15 no оптимальному токовому синтезу, в 
том числе и несколько парадоксальный результат п. 6, относя
щийся к токам на особой линии (поверхности) и сnраведливый 
для поверхности, только близкой к особой. Для трехмерной задачи 
тоже может оказаться, что приблизиться на конечное, но 
небольтое расстояние к какой-либо относительно узкой диаграмме 
можно с меньшим током, чем к аналогичной диаграмме, более 

v i1''' 
широкои. , J  

Приведем J)Йшь, притом не делая ссылок на предыдущие 
nостроениsr этоГо nараграфа, краткую формулировку для трехмер
ных векторных полей того-основного-результата, который для 
двумерных скалярных полей , был получен в § 5 и § 1 О. По суще
ству, именно эта эквивале1tт1tость двух свойств особых поверх
ltостей является основой всего п�троения этой книги. 

Если пекоторая поверхность С обладает одним из двух 
сформулированных ниже свойств, то она обладает и другим. л 

1 .  Любые токи, распределенные на С, создают на замкнутой л 
поверхности � .  окружающей С, электрическое поле е, которым 
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всякую заданную на � пару функций Е1 (а) , Eia) (а-координата 
точки на �) можно приблизять не точнее, чем согласно 
перавеяству 

{ { IE1 - \ 1 2 + IE2 - \ 1 2 } da � ] { {в)-; + в2F;} da ] 2, 
( 17.31) 

�де t1 и лt2-два тангенциальных к � направления, а функции 
F1 (a) и F2(a) определены на �. не зависят от токов и про
нормированы условием, что и�теград, получающийся при замене 
справа в ( 17.31) Е1 и Е2 на F1 и F2, равен единице. 

л л 
2. Существует решение Е, Н однородного уравнения Максвел-л 

ла, не имеющее особенностей внхтри �. такое, что на с обе 
тангенциальные компоненты поля Е равны нулю 

л 
Е 1 л = О. ( 17.32) 

с л л л 
Функции F1 (a) и F2(a) в 07.31) и поле Е в ( 17 .32) однозначно 

связаны между собой. Эти функции равны разности значений на . л 
� тангенциальных компонент двух магнитных полей-поля н 
(внутри �) , и другого, получающегося вне � из задачи об 
электромагнитном поле, удовлетворяющем условию излучения и 
имеющем на � то же значение тангенциальной компоненты л л 
электрического поля, что и Е. А поле Е внутри � равно полю, 
создаваемому распределенными на � токами с компонентами л л 
-Fz(a) и F1 (а).л л 

Если поле Е, Н со свойством ( 17  .32) не имеет особенностей 
во всем пространстве, то ( 17.31)  применимо не только для поля л 
е на конечном от С расстоянии, но и для диаграмм, и тогда в 
( 17.31) а переходит в (D, �); Е1 (D, �)" и Ez(D, �)-заданная 

л л 
диаграмма (D и � ее компоненты) , а F1 (D, �), Fz(D, �)-углов�е 
зависимости тех слагаемых в асимптотяке при r -+ оо поля Е, 
которые соответствуют сходящейся сферической волне. 

Для многих поверхностей можно доказать существование поля, 
удовлетворяющего условиям . ( 17 .32) . Эквивалентность ( 17 .32) и 
(17 .31)  означает, что для таких поверхностей имеет место также 
и неаппроксимируемость. 

Сохранятся также, с очевидными оговорками и перефор
мулировками, и основные результаты § 12. Разумеется, в рассуж
дениЯх п. 6 надо круг заменить на сферу, а ряды (12.2)-на ря-л л л л 
ды Для U и . v  по функциям (17 .16) .  В § 8 поле Е, Н надо 
создавать совокупностью плоских волн двух поляризаций, прихо-
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дящих из направлений; образующих равномерную сетку на сфере, 
и т.д. 

Во всех этих и многих других, не упомянутых в этом 
параграфе случаях Q()общение не требует новых идей и не 
вызывает никаких кардинальных усложнений. Те несколько 
ситуаций, когда такие усложнения появляются, выделены в 
следующий параграф. 

§ 18. Свойства особых поверхностей 

1. Для скалярного поля, двумерного или трехмерного, спра
ведливо следующее очевидное свойство: совокупность точек, в 
которых оно обращается в нуль, образует линию (пове_Rхность)
нулевую линию (поверхность) этого поля. Для поля и(х, у) эти 
нулевые линии были особыми линиями. 

Аналогичное утверждение для трехмерного векторного поля, 
вообще говоря, не справедливо. На особой поверхности, по ее 
определению, должны быть равны нулю две тангенциальные л 
компоненты поля Е (см. (1 7. 7) ) ,  т.е. эта пове_Rхность должна в 
каждой точке быть перпендикулярна вектору Е. Для произволь
ного векторного поля А такие поверхности не существуют. Их 
существование связано с выполнением условия 

А rot A = О. ( 18 . 1 )  
л 

Так как нас интересует поле Е, удовлетворяющее однородным 
уравнениям Максвелла, то это условие имеет вид 

л л 
ЕН = 0. ( 18 .2) 
Соотношение между условием (18 .  2) и условиями (17. 7) 

зависит от того, выполняется ли условие ( 18.2) в объеме или 
только на самой поверхности С. Возможны два случая: 

1 .  Если ( 18.2) выполняется в пекотором объеме, то поле 
представимо в виде 

л 
Е =  а grad {З, а = а(х, у, z) , {З = {З(х, у, z), ( 18 .3) 

л 
и, наоборот, еслf(; поле Е представимо в виде ( 18 .3) , то 
выполняется ycлoJJ� (1 8.2) [37, § ?9 и § 122] . Поля с этим 
свойством по,цроб:Ао исследованы в [38] , там, в частности, 
выписаны и исследованы уравнения, которым должны удовлетво:- · 

рять функции а и {З, чтобы поле 08.3) удовлетворяло уравне
ниям Максвелла (точнее, волновому уравнению и требованию 
div Е =  0) . 

Из ( 18.3) следует, что поверхность {З(х, у, z) = С при любом 
значении постоянной С является особой, т.е. на ней выполняются л л 
условия ( 17.7) . Одно и то же вспомогательное поле (Е, Н)-и 

л 
потому одна функция ортогонального дополнения (F) в простран-
стве диаграмм-соответствует системе особых поверхностей, зави-
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л 
сящих от непрерывного параметра С. При этом поле Е может 
быть комплексным. Эта ситуация не имеет аналога в скалярном 
случае. л 

Простейmий пример-поле Е, выражающееся по формуле л 
( 18.3) , где f3 = х, а =  f(y). Тогда Ех = f(y), ВУ = О, Ez = О, и если 
f " + k?-t = О, то это поле удовлетворяет уравнениям Максвелла 
(см. утоtЩение выше) . Любая плоскость х = С является особой; 
f(y) может быть бегущей волной, f(y) = e-iky. Разумеется, равенст
во ( 18.2) для этого поля удовлетворяется во всем пространстве, 
так как е�ственная отличная от нуля ком�онента магнитного 
nоля есть Н , а электрического-компонента Е . z - х 

Если /(у) вещественно, например, f(y) = sin (ky), то в этом 
поле существует система дискретных особых поверхностей-nло
скости у ==  яn/k (n == О, ±1 ,  ±2, . . .  ) ,  Аlналоrичная системе особых 
поверхностей в скалярной задаче с и =  sin (ky). 

2. Если условие ( 18 .2) выполняется не в объеме, а лишь на 
какой-либо поверхности С, то оно является только необходимым, 
но не достаточным условием выполнения условия ( 17. 7) на С. 
Необходимость доказывается тем, что из ( 17 .7) следует, что на 
С выполняется ( 18 .2) . Действительно, по теореме Стокеа нормаль-л л л 
ная к С компонента rot Е (а именно Н N) есть инт�рал от Et, 
т.е. согласно ( 17.7) , она равна нулю, так что Н лежит в л 
тангенЦиальной к С плоскости. А так как Е нормально к С, то л л 
Е и Н перпендикулярны друг к другу. 

Недостаточность одного условия ( 18.2) для выполнения двух 
условий ( 17.7) доказывается следующим примером, в котором 
(18 .2) выnолнено, а 0 7.7)-не выполнено. Пусть Е

х 
= f(z) , 

Е = F(x, z), Е = О, где f и F-удовлетворя:ют волновым урав-У z 
нениям. Вычислив Н по уравнениям Максвелла, найдем, что ле
вая: часть (18.2) для: этого поля пропорциональна выражению 
fдF/дz + Fд//дz. Приравнивая его нулю, получим уравнение типа 
Ф(х, z) = О, т.е. уравнение цилиндрической поверхности с обра
зующими, nараддельными оси у. Условие ( 18.2) на ней выпол-л 
няется, но тангенциальные к ней компоненты вектора Е не будут 
равны нулю. 

'I'аким образом, условие ( 18.2) для: векоторого поля в любом 
случае является необходимым условием существования в этом 
поле особых поверхностей. Если это условие не выnолняется нигде, 
то в поле заведомо нет особых поверхностей. Примером являет
ся поле Е = cos (kz) , Е = sin (kz), Н = - i  cos (kz) , Н = х у х у 
= -с sin (kz). В нем левая часть ( 18 .2) равна -ik, т.е. ( 18 .2) 
нигде не выполняется, и, как непосредственно видно, в нем нет 
поверхностей, на которых выполняются: условия ( 1 7. 7) . 
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С условием ( 18 .2) nриходится сЧитаться также в другом круге 
nроблем-при конструктивном синтезе резонаторных а11тенн с 
nолуnрозрачными поверхностями по заданной диаграмме излу
чения (39, § 2 1 ] . В этой nроблеме также воз11икает задача о 
построении nоверх11ости (там это замкнутая nоверхность антенны) , 
в каждой точке nерnендикулярной векоторому вещественному 
nолю. Эта задача в векотором смысле доnолнительна к задаче о 
nостроении особых nоверхностей. На nоверхности резонаторной 
антенны:, nостроенной по nолю, имеющему асимnтотикай заданную 
диаграмму, должны: nротекать большие токи, чтобы создать эту 
диаграмму, тем большие, чем меньше nрозрачность nоверхности 
антенны:, т.е. чем больше ее заданная добротность. По особой л 
поверхности С, которую мы: здесь рассматриваем, токи не 
протекают, магнитное nоле на ней не испытывает разрывов; л л 
всnомогательное nоле Е, Н создается nриходящей сферической 
волной. 

2. Замкнутая особая поверхность является резонансной, т.е. в 
ее внутренней области на заданной частоте существует собственное 
колебание-решение однородных уравнений Максвелла, . удовлет
воряющее на nоверхности условию (17 .  7) , а nотому и условию 
( 18.2) . Однако не всякое резонанснее поле может быть аналити
чески nродолжено за границу резонатора , т.е. оно не обязательно л л 
является значением векоторого вспомогательного поля (Е, т 
внутрИ области. И, соответственно, не всякая замкнутая резонан
сная nоверхность является особой-ситуация в этом отношении 
повторяет ту, которую мы обсуждали в скалярном случае. 
Проблема опять может быть переформулирована в терминах 
задачи Коши, на этот раз дЛя векторных полей, удовлетворяющих 
уравнениям Максвелла. Аналитическое продление возможно в том 
и только в том случае, если разрешима внешняя задача Коши, 
т.е. если существует nоле, не имеющее особенностей во всем . л 
nространстве (или хотя бы в части его) , которое на nоверхности С 
имеет нулевое тангенциальное электрическое поле и то же 
значение тангенциального магнитного nоля, что и внутреннее 
резонансное nоле. Эти тангенциальные компоненты nолей не 
независимы:, а связаны условием, что внутренняя задача Коши с 
этими граничиьfliИ значениями имеет решение (собственное 

еб 'Г кол ание) . , � 
Если nоле собственного колебания оnисывается формулами, 

сохраняющими смысл и вне nоверхности, то эти формулы л л . 
оnисывают nоле (Е, Н) во всем объеме, и, в частности, функцию л 
(F). Поверхность при этом, разумеется, будет особой. 

Наnомним, что аналитическое решение однородной внутренней 
задачи может быть легко найдено также и для многих 
поверхностей, для которых решение внешней задачи дифракции 
nредставляет собой сложную задачу и возможно только числен
ными методами. Это соображение справедливо как для векторны:х, 
так и для двумерных скалярных задач. Например, для прямоу-
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л л 
rольноrо параллелепипеда поле (Е, Н) выражается в виде произве
дения триrоиометрнческих функций, и это выражение справедливо 
и. вне поверхности, --с той оrоворкой, �то соответствующая ему 
функция ортоrональноrо дополнения ( F) будет содержать д
функции, т.е. будет иенармируема (ер. § 6) . Внутри любой 
резо:нансной поверхности вращения поле собственноrо колебания л л 
выража� через две скалярные функции (Ez и Hz' в очевидных 
обозначениях) , и если образующая-достаточно гладкая кривая, 
то эти выраже:ния сохраняются и вне поверхности. Поля, :не 
зависящие от азимутальноrо угла, выражаются, как извест:но, 
через ОднУ. скаляр:ную функцию. "' л 

Поле (Е, Н) можно рассматривать как реш�:ние задачи дифрак-
ции :на металлическом ·теле с поверх:ностью С для специаль:ноrо 
вида падающеrо поля. 

Формулировка задачи а:нал:нтическоrо продолжения в терми:нах 
задачи Коши, вероятно, может быть использована и для 
доказательства утверждения, что в окрестности особой поверхности 
находится другая особая поверхность-имеется в виду существенно л 
другая, которой соответствует другая фуикция(F). Од:нако суще
ствующие результаты теории аналитическоrо продолже:ния полей 
и задачи Коши, особенно в трехмерном векторном случае, 
ловидимому, недостаточны для установле:ния :необходимых и 
достаточ:ных условий, nри которых заданная поверхность является л л 
особой, т.е. существует поле (Е, Н) ,  удовлетворяющее уравне:ниям 
(17.1)  и услов:ню ( 17.7) . 

3. В скалярном случае всякая функция, удовлетворяющая 
условию (5.17) , может рассматриваться как функция ортоrональ-л л 
ноrо дополнения F(tp) какого-либо вещественного nоля u(r, tp). Поле 
это строится по схеме § 5 (или по какой-либо друrой схеме, см. л 
[39] ) ,  а его иулев,ые линии являются особыми линИями С, л 
соответств,ующими функции F(tp). В трехмерном вектор:ном случае 
аналоmчное утвержде:ние несправедливо. Не всякой паре функций 
F1 (iJ, tp), F2(fJ, tp), даже удометворяющих условиям 0 7.20)-ана-

л л 
.Jiогам условн� (5.17) -соответствует поле (Е, т ,  на векоторой 
поверхности С удовлетворяющее условиям (17.  7) . 

Будем считать, что функции F1 и F2 подчинены условиям 
( 17 .20) , необходимым и достаточным, чтобы восстановленное по 
ним во всем объеме поле Е было вещественно, а nоле Н-мнимо, 
хотя вещественность nоля Е и не является необходимым условием · 

существования особой поверхности. Как мы: уже отмечали, в 
любом поле, представимом в форме ( 18.3) , такие nоверхности 
существуют, даже если функции а и {:J комплексны:. Однако 
класс полей, nредставимых в виде 08.3) , т.е. для которых условие 
О 8 .2) выполняется во всем объеме, значительно уже, чем класс 
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полей, в которых существует дискретная снетема особых поверх
ностей (или да�е. только одна такая поверхность) . 

В общем виде не удается найти явный вид связи между двумя 
фунхциями F1(D, <р) и F2(D, rp), удовлетворяющими условиям 
( 1 7  .20) , nри которой восстановленное по ним поле Е на пекоторой 
поверхности будет удовлетворять условиям (17 .7) , т.е. той связи, 
при которой эти функЦии явлsпотся функциями ортоrональноrо 
дополнения. Можно только указать те операции, которые следует 
произвестн, чтобы выяснить, являются ли или нет две данные 
функции F 1 и F 2 ортоюнальным: доnолнением. 

Для этоrо надо, во-nервых, восстановить вещественное поле 
Е, асимптотяка которОю ( 17.8) содержит эти функции, затем 
решить уравнение ( 18 .2) , т.е. найти те поверхности, на которых 
это уравнение выnолняется, а затем проверить, выnолняются ли 
хотя бы на части одной из них условия 07. 7) . 

Существует несколько методов восстановления вещественною 
поля по ero асимптотике. Они повторяют известные приемы 
восстановления расходящеrося поля по ero диаграмме, изложенные, 
например, в [39, п. 3.5) . Искомое вещественное поле есть 
вещественная часть найденных расходяшихся полей. Оnределение 
поверхностей, на которых произведение полей Е и Н равно нулю, 
представляет собой несложную вычислительную задачу. В общем 
случае такие поверхности существуют для любых функций F1 и 
F2, хотя возможны и случаи, когда их нет, как в примере, 
приведеином в п. 1 ,  когда ЕН есть nостоянное число. 

Однако условия (17.7) на этих поверхностях будут выполняться 
только в том случае, если функции F 1 и F 2 выбраны не независим� 
друг от друга. Это не означает, что особых поверхностей С л 
«:меньше», чем особых линий С в двумерных задачах. Это лишь 
значит, что для построения особой поверхности nроизво:Льно (лишь 
с учетом требования ( 17  .20)) можно выбирать толысо од�tу 
функцию (F1 или F2) . 

Отметим �идный частный случай, когда задача сводится к 
однопотенциаJ,IМi:ой, т.е. к скаляnной, и решается nоэтому так же 1 л л л 
элементарн� "как в § 5. Пусть F1 = О, F2 = F2(fJ), т.е. электриче-
ское поле Е имеет только азимутальную компоненту, rwитом 
не зависящую от rp. Согласно ( 17 . 15) ,  если принять U = О, л л  л л л л л 
V = V('д),  то Е�, = О, Е = О, а Е = ikдV/ iJд. Представим V(iJ) в и р "' 
виде ряда по функциям 07.16) при т =  О, тогда 

Е'Р =;Jfd:.Cn '\/� Jn+l /2(kp)P�(cos iJ), ( 18 .4) 
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где вещественные числа С являются коэффициентами в разло
лп 

женин заданной функции F(fJ) в ряд по Р ' (cos fJ). Разложение это n. 
находится согласно ( 17.6) из ( 18 .4) при nереходе к kp -+  оо и с 
точностью до множителя имеет вид 

(18.5) 

Коэффициенты Сn в этом ряду выражаются через F по формуле 
(см. [38, формула (3. 18) ] )  

2n + l f
:rr: d . л 

Сп = n!(n + l) Pn(cos fJ) dfJ [sш fJ · F2(fJ)] dfJ, 
о 

(18.6) 

для вывода которой · надо воспользоваться ортогональностью 
nолиномов Лежаядра Р (cos fJ) и тем, что они удовлетворяют n 
уравнению ( sin {) · Р ') ' = -n( n + 1 )Р . · НаЙдя С , можно затем n л n n. 
найти особую nоверхность С как nоверхность р = p(fJ), на которой л 
равна нулю сумма (1 8.4) . Поверхность С будет поверхностью 
вращения. л 

В этом случае условие аnnроксимируемости (F, F) = О  является 
ограничительным только для диаграмм (F), созданных азимуталь-л 
ными токами на С, nричем только для ну левых членов разложения 
этих токов по 'Р· Для диаграмм, созданных другими токами, это л 
условие nри такой функции (F) будет выnолняться автоматически. 

4. Различие между случаями, сводящимися к скалярным, и 
существенно векторными ситуациями вероятно сильнее всего 
nроявляется в проблеме определения формы расСеивающего тела 
по диаграмме рассеяния. В § 8 были намечены три метода решения 
этой задачи. Первый состоял в том, что измеренную диаграмму 
рассеяния f надо сравнить с функцией ортогонального дополие-л 
ния F, связанной с векоторой заранее предложенной поверхностью л 
С. Если эти две функции близки (т.е. их nроизведение не мало) , л 
то рассеивающая nоверхность не похожа на С. Этот метод 
переносится на векторные задачи хотя и с очевидными услож
нениями в формулировках, но без nринципиальных изменений, 
ибо, как было показаио, для nростых особых nоверхностей л 
функции (F) строятся примерно так же, как в скалярном случае. 

Совершенно другая ситуация возникнет при nопытке nеренести 
на векторный случай методы, ·  оnисанные в nn. 3, 4 § 8 .  В этих 
методах nредлагается по измеренной диаграмме рассеяния (/) . л 
найти функцию ортогонального доnолнения ( F), к ней либо 
близк_хю, либо, наоборот, да�екую, а затем по этой функ
ции (F) построить поверхность С. Однако отсутствие просто сфор
мулированных условий на (F), при которых пара функций может 
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рассматриваться как ортогональное дополнение, делает этот второй 
метод очень трудоемким. Вся вычислительная процедура ста
новится качественно более сложной, чем в скалярном случае. 

В конце п. 3 § 2 мы заметили, что некоторые физические 
проблемы, обсуждаемые в кнИге, приводят к математическим 
задачам, хотя и простым по постановке, но, возможно, весьма 
сложным по существу. Одна из таких задач сформулирована в 
конце n. 2. С другой мы столкнулись в этом пункте. Решение 
этих и нескольких других задач, уnомянутых в книге, придало 
бы теории аnпроксимируемости электромагнитных nолей полями 
поверхностных токов некоторую законченность. 
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